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从 培养 21 世纪 医学 人 才 的 角度 看 ,进一步 拓宽 医学 院 校 大 学 生 的 知识 面 , 增 强 其 创新 能 力 是 
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学 二 年 级 的 优秀 生 才 能 进入 医学 院 校 ; 在 国内 ,北京 大 学 医学 院 从 1950 年 开始 即 把 高 等 数学 定 为 
医学 院 校 学 生 的 必修 课 。 

为 了 提高 医学 院 校 大 学 生 的 数学 素质 ,在 多 年 教学 经 验 的 基础 上 ,我 们 编写 了 这 本 “医学 高 等 
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并 结合 我 国 国情 ,将 编 节 的 指导 思想 定 为 :起 点 低 ,跨度 大 。 起 点 低 是 指 注 重 内 容 的 实用 性 ,适当 委 
顾 理 论 体系 .对 于 医药 学 大 学 生来 训 ,学 习 内 容 的 实用 性 显得 更 加 重要 ,因此 ,在 选择 题材 和 叙述 重 
点 上 我 们 都 把 实用 性 放 在 首位 .跨度 大 是 指 尽量 履 盖 医药 学 领域 中 常常 涉及 到 的 数学 知识 ,让 读者 
能 在 较 少 的 时 间 内 获得 尽 可 能 多 的 信息 量 , 因 此 ,我 们 将 线性 代数 , 微 积分 、 微 分 方程 .概率 论 、 无 究 
级 数 融 为 一 体 ,着 眼 于 理解 概念 .掌握 方法 、 学 会 运用 ,而 且 能 举一反三 。 
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函数 、 极 限 与 连续 


现代 科学 的 发 展 已 使 各 门 学 科 的 研究 从 定性 分 析 阶 段 发 展 到 定量 研究 阶段 . 
当 人 们 从 量 的 角度 来 描述 事物 的 变化 及 其 规律 时 ,就 产生 了 函数 的 概念 . 函数 关系 
即 变量 间 的 依赖 关系 , 它 是 微 积 分 学 的 主要 研究 对 象 . 极限 则 是 微 积分 学 研究 函数 
的 重要 方法 , 即 研 究 变化 着 的 量 的 方法 . 有 了 它 , 人 们 才能 够 以 高 于 初等 数学 的 观 
点 和 技术 来 研究 函数 ,从 而 引出 了 从 常量 数学 到 变量 数学 的 飞跃 . 而 实际 问题 中 出 
现 的 函数 大 多 是 具有 所 谓 连 续 性 的 连续 函数 . 

本 章 介绍 极限 的 概念 及 其 运算 规则 ,连续 函数 的 概念 及 其 性 质 . 


1.1 函数 


1.1.1 区 间 及 邻 域 (interval and neighborhood) 


本 节 首 先 扼要 地 介绍 一 下 本 书 常用 的 一 类 数 集 一 一 区 间 及 其 特例 邻 域 . 
设 a.6 为 实 常数 , 且 4a<5, 则 定义 如 下 区 间 概 念 : 


开 区 间 (a,b)= {rla<zr<b, rER); 
闭 区 间 : [a,b]= {rja<r<b ,rER); 
半 开 半 闭 区 间 : [a,b)= {rla<zr<b, rER)}; 


(a,bl= {zia<zx 人 6b,rER)}. 
以 上 区 间 为 有 限 区 间 , 下 面 一 类 区 间 统 称 为 无 穷 区 间 : 
(a ,十 co ) 一 (并 |z>ayzER) 
(一 ce ,daj=(zlz<a,zER); 
(一 co ， 十 ceo) 一 了 人. 
邻 域 是 区 间 的 特例 . 设 a 为 数 轴 上 的 某 定点 ,实数 gS>0, 则 点 e 的 6 邻 域 指 的 
是 数 集 


{xz| |z+—al<=6,rER), 


.2 。 
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记 为 U (a,6), 简 记 为 U (a). 可见 ,点 a 的 6 邻 域 就 是 区 间 (a 一 6,a 十 6). 几何 上 讲 ， 
是 以 点 a 为 中 心 .以 6 为 半径 的 开 区 间 . 
1.1.2 有 函数 (function) 的 定义 

定义 1 设 某 一 变化 过 程 中 存在 两 个 变量 z,y, 若 对 于 变量 zx 在 其 变化 范围 D 
内 的 每 一 个 值 , 按 照 某 个 对 应 法 则 /变量 y 都 有 惟一 确定 的 值 与 之 对 应 , 则 称 在 
法 则 下 ,变量 y 是 确定 在 D 上 的 函数 . 记 为 : 

y= f(x) ,TED, 
其 中 , 称 变量 x 为 函数 的 自 变量 ,变量 y 为 函数 的 因 变 量 或 函数 变量 . 称 万 为 函数 
的 定义 域 或 存在 域 . 当 z 任 取 DD 中 的 一 个 值 时 ,与 之 对 应 的 y 值 称 为 函数 值 . 当 xz 
遍 取 口中 各 值 时 ,相应 的 y 值 构成 的 集合 
{yly= f(x),rxED)} 

称 为 函数 的 值 域 , 记 为 f(DD). 

决定 一 个 函数 的 因素 是 其 对 应 法 则 f 及 函数 的 定义 域 或 存在 域 D. 一 般 地 , 函 
数 的 定义 域 是 由 数学 上 函数 有 无 意义 来 确定 的 . 当 函 数 关系 由 实际 问题 给 出 时 , 定 
义 域 应 由 实际 问题 本 身 来 确定 . 


例 1 求 函 数 y 一 一 的 定义 域 
解 ” 欲 使 函数 有 定义 , 必 有 
2 一 4 六 0， 
即 
Z< 一 2 或 zx>2， 


该 函数 的 定义 域 为 (一 co, 一 2) U(2, 十 co)， 
例 2 有 人 研究 20~90 岁 之 间 ,年 龄 对 肾 功 能 的 影响 ,得 出 如 下 经 验 公 式 ， 


y=153.2~—0. 96z， 


其 中 xz 表示 年 龄 ( 岁 ),y 表示 菊 粉 清除 率 [ml/(1. 73m2. min)]. 则 该 函数 的 定义 域 
是 L20,90]. 


1.1.3 函数 的 表示 法 


常用 的 表示 函数 的 方法 有 3 种， 

(1) 解析 法 

解析 法 即 用 数学 式 子 表示 函数 的 方法 ,又 称 公式 法 . 它 是 函数 表示 法 中 最 重要 
的 一 种 . 其 优点 在 于 形式 简明 ,便于 用 数学 分 析 的 方法 从 理论 上 研究 沙 数 特性 ,并 
且 可 由 此 得 出 函数 表 函数 图 形 . 但 遗憾 的 是 对 很 多 实际 问题 ,要 想得到 变量 间 的 
函数 关系 并 非 易 事 . 
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有 些 函 数 在 其 定义 域 的 不 同 范围 内 必须 用 不 同 的 数学 式 子 表示 . 这 种 函数 被 


COU): 


称 为 分 段 函数 . 
例 3 静脉 注射 C 钠 盐 100,000 单位 后 ,血清 中 的 药物 浓度 C 为 时 间 上 的 函数 
14. 5， 0 过 1 过 0, 25 
eo- 66—4.26t, 0.25t1<1 
0.6 一 0. 21， 1 过 1 过 3 


其 中 ,时 间 : 的 单位 为 h,CC) 的 单位 为 ;单位 /ml. 

上 例 中 CG) 即 为 一 典型 的 分 段 函数 . 显然 CCz) 的 定义 域 为 [0,3]. 

在 求 分 段 函 数 的 函数 值 时 ,应 将 不 同 范围 的 自 变量 代入 相应 范围 的 数学 表达 
式 计算 ; 作 图 时 ,应 在 不 同 分 段 上 根据 相应 数学 表达 式 作出 相应 图 形 . 该 例 中 ,可 分 
别 计算 t=0.5h 及 :=2h 时 的 血 药 浓度 如 下 . 


C(0.5) 二 4. 66 一 4. 26X0.5==2. 53 单位 /ml， 
C(2)==0.6 一 0. 2X2==0.2 单位 /ml. 


CC 一 CGOD) 的 图 像 如 图 1. 1 所 示 . 

(2) 列表 法 

列表 法 是 指 用 表格 列 出 一 系列 自 变 量 值 
及 其 所 对 应 的 函数 值 ,以 直接 显示 函数 的 对 
应 关系 的 方法 . 其 特点 是 简明 直接 ,但 难以 直 
接 反 应 出 变量 间 的 内 在 规律 . 医学 等 实验 科 
学 中 常用 此 法 . 


DL 


血清 中 平均 浓度 (单位 /ml) 


严 










例 4 葡萄 糖 耐 糖 试验 . 对 正 ”口服 痢 萄 粳 后 时 刻 Ch》 


常人 、 轻 度 糖尿 病人 及 重度 糖尿 病 。 正常 人身 娘 水 也 Gna， 
人 ,都 按 1.75 g/kg 体重 的 量 口 服 轻 度 糖尿 病人 血糖 水 平 
葡萄 糖 . 服 糖 前 (一 0 时 刻 ) 及 服 糖 ”yomg%) 
后 0. 5,1,2,3 小 时 各 测 一 次 血糖 ， 重度 糖尿 病人 血糖 水 平 
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有 表 1. 1 所 示 的 数据 . me 

(3) 图 像 法 

图 像 法 是 把 变量 之 间 的 函数 关系 借助 图 形 表示 出 来 的 方法 ,可 形象 地 表示 出 
函数 变化 的 性 状 . 


如 由 图 1. 1 可 分 析出 ,静脉 注射 使 血液 中 的 药物 浓度 迅速 升 高 ( 呈 直 线 增加 )， 
在 1/4h 左右 ,血清 中 的 药物 浓度 达到 高 峰 , 但 很 快 消失 ,3h 后 就 很 难 测 到 了 . 
图 像 法 在 医学 上 亦 经 常 使 用 ,例如 心电图 、 脑 电 图 等 . 


。4， 
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1.1.4 函数 的 几 种 特性 


(1) 单 值 性 与 多 值 性 

本 书 所 定义 的 函数 一 般 称 为 单 值 函数 , 即 当 自 变 量 x 在 函数 定义 域 DD 内 任 取 
一 个 值 时 ,函数 变 基 y 只 有 惟一 确定 的 值 与 之 对 应 ,我 们 称 函 数 的 这 一 特性 为 函数 
的 单 值 性 . 但 在 另 一 些 情形 下 ,变量 > 有 一 个 以 上 确定 的 值 与 之 对 应 ,我 们 称 函 数 
的 这 一 特性 为 函数 的 多 值 性 . 

如 y 二 arcsinx 是 单 值 函数 ,y= Arcsinx 是 多 值 函数 . 本 书 涉及 的 函数 主要 是 
单 值 函 数 . 

(2) 奇偶 性 

设 通 数 y==f(zx),xzED, 其 中 刀 是 对 称 于 原点 的 数 集 . 若 对 任何 zxED, 有 
fl 一 ZT) 二 一 /zx), 称 f(x) 为 奇 函 数 ;车 对 任何 xED, 有 ff( 一 x) 二 f(x), 称 f(z) 为 
偶 函 数 . 

奇 函 数 的 图 像 关于 原点 对 称 , 偶 函 数 的 图 像 关于 y 轴 对 称 . 但 大 量 函 数 既 不 是 
奇 函 数 ,也 不 是 偶 函 数 . 如 函数 y=sinzx 十 cosx. 

(3) 单调 性 

设 函 数 >=Az),zEDD. 若 对 万 中 任意 两 个 数 zz , 当 <zrs 时 ,总 有 ， 

GD) fz) 和 f(xz), 则 称 f(x) 在 D 上 单调 递增 ; 

(Qi) f(zy) 之 f(zxz), 则 称 f(zx) 在 DD 上 单调 递减 . 
这 时 称 f(x) 为 单调 函数 . 若 f(x) 在 某 区 间 内 是 单调 的 , 则 该 区 间 称 为 f(z) 的 单调 
区 间 . 

车 对 zi 二 zs(zi,zzED), 总 有 了 f(z) 之 f(zz), 则 称 f(z) 在 D 上 严格 单调 递 
增 ;读者 不 难 理解 严格 单调 递减 . 

(4) 周期 性 

设 函 数 ?= f(z),zE D. 车 存在 某 正 数 工 ,使 得 对 D 内 任何 z, 关 系 式 


f(r+T)=f(z) 


总 成 立 , 则 称 f(z) 为 周期 函数 ,并 称 7 为 f(x) 的 一 个 周期 . 

显然 , 若 了 为 7(z) 的 一 个 周期 , 则 2T,3T,… 均 为 f(z) 的 周期 , 故 周 期 函数 一 
定 有 无 限 多 个 周期 ， 

车 在 周期 函数 的 所 有 周期 中 有 一 个 最 小 周期 , 则 称 其 为 基本 周期. 

如 函数 y 一 sinz 为 周期 函数 ,其 周期 为 2Ar,&EN, 基 本 周期 为 2x. 

(5) 有 界 性 

设 阔 数 y= /xz),zEDD, 若 存在 某 正 数 M, 使 得 对 任意 xc DD, 有 


[f(x) [MM, 


则 称 函数 f(z) 在 D 上 有 界 ,并 称 f(x) 为 D 上 的 有 界 函数 ;否则 , 称 函 数 f(x) 在 DD 
上 无 界 . 
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有 界 函 数 的 图 像 必 落 在 直线 y=M 与 y= 一 MM 之 间 的 带 形 区 域内 . 

如 三 角 函 数 > 一 sinz 与 y= 二 cosx 在 整个 数 轴 上 是 有 界 的 ,因为 对 一 切 z€ 
(一 00, 十 oo0), 有 |sinx| 志 1, |coszx| 志 1, 它们 的 图 像 均 落 在 y==1 与 y= 一 1 之 间 的 
带 形 区 域内 . 

函数 y=x? 在 (一 0, 十 oo) 内 无 界 . 


思考 是 


1. 于 列 函 数 是 否 恒 等 ? 
(i) y 一 三 二 15 3 一 工 十 1; 
(ii) y 一 21nz 与 y 一 Inz?. 
， 比较 函数 的 三 种 表示 法 的 特点 ,并 思考 在 和 何 种 情形 下 适用 哪 种 表示 法 . 
. 分 段 函 数 是 一 个 函数 还 是 几 个 函数 ? 其 定义 域 如 何 求 ? 
. 是 否 所 有 周期 函数 都 存在 最 小 正 周期 ? 
:你 能 否 找到 两 个 区 间 ,使 函数 y 一 1/z 在 其 中 一 个 区 间 上 有 界 , 在 另 一 个 区 
间 上 无 界 ? 


思考 题解 答 





o> 


1, 略 ， 

2. 略 . 

3. 分 段 画 数 是 一 个 画 数 ,其 定义 域 为 各 分 段 之 和 . 

4. 不 是 . 如 常数 画 数 ?= 一 C ,任何 正 数 均 为 其 周期 . 它 没有 最 小 正 周期 . 
5. 考虑 区 间 (1/2, 十 ceo) 与 (0,1)、 


1.2 初等 函数 
实际 问题 中 常见 的 函数 基本 上 是 初等 函数 . 而 初等 函数 是 以 基本 初等 函数 为 
基础 按 一 定 方式 构成 的 . 本 节 介 绍 基 本 初等 函数 及 它们 构成 初等 函数 的 方式 ， 
1.2.1 基本 初等 函数 


常数 函数 、 寡 函数 、 指 数 函数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 及 反 三 角 函 数 这 六 类 函数 被 
统称 为 基本 初等 水 数 (basic elementary function). 现 将 这 些 函 数 的 表达 式 、 定 义 
域 \ 值 域 . 特 性 及 图 形 列 于 表 1. 2. 











定义 域 和 值 域 
































定义 域 ; 偶 函 数 ; 
党 (一 ceo, 十 co) 不 存在 最 小 正 周期 
划 y=C | 值 域 ， 的 周期 函数 
数 {y|y=C} 
定义 域 和 值 域 视 a | 奇偶 性 视 a 的 取 值 
的 取 值 而 定 . 而 定 ,图 像 均 过 (1， 
革 yy 一 了 1) 点 
数 “|(e 为 非 零 实 数 ) 
定义 域 : a 之 1 时 ,图 像 单 调 
(一 co ,十 cc) 递增 ; 
指 值 域 ， 0<a<1l 时 ,图 像 单 
数 ya” (0, 十 co) 调 递 减 . 
昌 (a>0,aA1) 图 像 过 (0,1) 点 
| 定义 域 ， a>1 时 ,图 像 单调 
《0 ,十 cc) 递增 ; 
对 值 域 ， 0<a< 1 时 ,图 像 单 
数 ?一 go | (oo0, 40.) 调 递 碱 . 图 像 过 (1， 
数 (a>0,aAK1) 0) 点 
-上 — | _. 
定义 域 ， 奇 函 数 ; 
下 (一 co ,十 co)》 有 界 函 数 ; 
纹 、 值 域 ， 周期 函数 (基本 周期 
三 | 阔 | YY | 了 为 2x) 
数 
角 
广 - | 
画 定义 域 ， 偶 函 数 ; 
(一 co ,十 co) 有 界 函 数 ; 
收 | 爸 | 什 域 周期 西数 (基本 周期 
阔 | YT | 0 一品 为 2x) 
数 
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续 表 1. 2 
函数 名 和 表达 式 | 定义 域 和 值 域 特 性 图 形 
| 定义 域 奇 函 数 ; 
zr 二子 ,hE | 周期 机 数 (天 本 同期 
为 z) 
上 Zz 
沙 二 tan 值 域 ， 
一 数 (—o00,+00) 
角 
河 了 
数 定义 域 ， 奇遇 数 ; 
rhrn,kEL 周期 油 数 (基本 周期 
全 信 域 
函 y 三 cotx (一 co,+oo) 
如 十 
定义 域 ， 
[一 1,1] 
区 主 值 域 ， 
纺 | y 一 arcsinz [ 2 至 ] 
天 
数 
妈 定义 域 ， 主 值 范围 
_ [一 1,1] [0, 相 内 单调 递减 
反 主 值 域 ， 
余 [o,r] 
角 | 弱 y=arccosx 
EE 
消 
数 | 
定义 域 : 主 值 范 围 
(一 00, 十 00) n T 
一 了 ,了 | 内 单调 
主 值 域 | 和 内 
切 | y=arctanz 2'2 
汝 
数 


















































续 表 1. 2 
函数 名 称 表达 式 定义 域 和 值 域 特 性 图 形 
| 定义 域 主 值 范围 
(—00, 二 0%0) (0,r) 内 单调 递减 
反 | 反 主 值 域 . 
三 | 余 (Ox) 
角 | 切 | y 一 arccotz 
函 | 函 
数 | 数 
1.2.2 复合 函数 


常见 函数 是 由 基本 初等 函数 按 一 定 方式 构成 的 ,其 中 最 基本 的 构成 方式 之 一 
是 函数 的 复合 . 
定义 1 设 函 数 y= xu),x = 一 p(z),D* 表 示 u 二 9l(z) 的 定义 域 D 中 使 得 
y= 二 f(u) 有 意义 的 全 体 xz 的 非 空 集合 . 对 于 函数 4 二 g(z), 当 zz 在 D' 内 取 值 时 ,所 
对 应 的 w 值 使 得 函数 y= f(u) 有 定义 , 则 y 就 通过 与 x 建立 了 函数 关系 ， 
y=fly(r)],rED', 


这 时 称 y 为 z 的 复合 函数 . 其 中 , 称 > 一 /Ke) 为 外 函数 ,wx 一 w(z) 为 内 函数 ,* 为 中 间 
变量 . 

例 1 设 y=~Vw ,u=1~x’, 求 出 y 关 于 zz 的 复合 函数 . 

解 >= uw 的 定义 域 是 [0, 十 oo0)， . 

u 二 1 一 x? 的 定义 域 是 (一 oo, 十 oo), 其 中 当 且 仅 当 rE€E[—1,1] 时 ,w=1—z’:E€ 
fo, 十 co). 

》 关 于 之 的 复合 函数 为 ;y= 二 M1 一 x? ,zxE[ 一 1,1]. 

复合 函数 概念 是 为 了 微 积分 学 中 技术 上 的 需要 而 提出 的 一 个 结构 性 概念 . 分 
清 复合 函数 的 结构 是 今后 复合 函数 求 导 、 换 元 积分 的 重要 基础 ,也 是 本 门 课程 的 基 
本 功 之 一 . 

例 2 试 分 析 下 列 函 数 的 复合 结构 ， 


y=a" , (a>0,4z¥1) 
解 > 一 az 的 外 函数 为 y=a*, 令 二 x? 为 中 间 变量 , 则 2 一 ax 可 分 解 为 





y=a’ yuU= 7 
函数 的 复合 不 仅 限 于 两 个 函数 ,有 时 可 以 由 两 个 以 上 的 函数 经 过 多 次 复合 而 
构成 一 个 复合 函数 , 请 读者 参照 定义 1 自行 定义 由 3 个 函数 复合 成 一 个 函数 的 情 
况 . 
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例 3 分 析 y= 必 lg(2z 十 1) 的 复合 结构 ， 
解 设 y=~Yu ,wu=lgv,v= 二 2x 十 1, 则 y=~Mig(2zx 十 1) 由 上 述 3 个 基本 初等 


函数 复合 而 成 . 
1.2.3 反 函 数 
在 研究 两 个 变量 的 函数 关系 时 , 若 y= 一 f(z) , 则 认为 变量 y 的 取 值 是 依赖 变量 

工 而 确定 的 . 但 在 实际 问题 中 ,有 时 也 需要 研究 变量 x 对 于 变量 y 的 依赖 关系 . 例 
如 ,在 以 w 为 速度 作 匀 速 直线 运动 的 过 程 中 ,可 以 由 物体 的 运动 时 间 :来 确定 物体 
所 通过 的 路 程 *: 

SS 一 站 ol， (1.1) 
但 也 可 以 由 物体 所 通过 的 路 程 来 确定 所 需 的 时 间 ， 

ti 二 一 ， (1. 2) 


这 时 , 称 沙 数 (1.2) 是 函数 (1. 1) 的 反 函 数 . 
定义 2 已 知 函 数 


y=f(z),+ED, (1. 3) 
其 值 域 为 A(D). 若 对 于 f(DD) 中 每 一 个 值 
yosD 中 只 有 一 个 值 zx, 使 得 
f (zo)= yo, 
令 z 与 yo 相对 应 . 则 称 由 上 述 法 则 所 确定 
的 函数 为 函数 (1. 3) 的 反 函 数 , 记 为 
t=/ 1(y),y€E f(D). 
由 于 习惯 上 用 x 表示 自 变 量 ,y 表示 函 
数 变量 , 故 (1. 3) 的 反 函 数 通常 记 为 


y=/°1(z) ,rE fCD) (1.4) 
当然 ,函数 (1.3) 也 是 (1.4) 的 反 函 数 . 故 说 函数 (1.3) 和 函数 (1. 4) 互 为 反 消 
数 . 函数 (1. 3) 与 (1.4) 的 图 像 关于 直线 >= xz 对 称 . 例如 ,函数 y=z?,zxE (一 oo， 
十 ce) 与 函数 y 一 尽 z ,zE (一 oo0, 十 oo) 互 为 反 函 数 .它们 的 图 像 如 图 1. 2. 
下 面 给 出 一 个 反 函 数 存在 的 充分 条 件 . 
定理 严格 单调 函数 必 有 反 函 数 . 严格 递增 ( 减 ) 函 数 的 反 函 数 也 严格 递增 
( 减 )， 


1.2.4 隐 函 数 
在 所 讨论 的 函数 中 , 自 变量 x 与 函数 变量 y 之 间 的 函数 关系 通常 表示 为 





* 10， 


医学 高 等 数学 








y 三 f(z) 的 形式 ,表达 式 fz) 中 不 会 变量 y, 我 们 把 这 种 形式 的 函数 称 为 显 函 数 . 
有 时 还 会 遇 到 末 数 关系 不 是 用 显 函 数 形式 表示 ,而 是 由 下 面 的 方式 规定 的 ， 
已 知 方程 
Flr,y)=0, (1.5) 


替 对 x 取 的 每 一 个 值 ,代入 方程 ,可 解 出 确定 的 y 值 , 令 这 些 y 值 与 x 对 应 , 则 由 方 
程 (1.5) 便 定义 了 > 为 二 的 函数 . 我们 称 这 种 由 方程 确定 的 函数 为 隐 范 数 ,方程 
(1. 5) 则 被 称 为 函数 y 的 隐 范 数 方程 

在 有 些 函 数 关系 中 ,函数 y 是 无 法 表示 成 显 式 的 . 例如 由 方程 


一 xz 一 asiny 一 0 
所 确定 的 函数 ;而 在 另 一 些 函 数 关系 中 ,不 必 将 函数 y 显 式 表示 . 例如 由 圆 的 方程 
zy =r 
所 确定 的 函数 ,对 其 隐 函 数 方程 的 研究 更 为 方便 . 
1.2.5 初等 函数 


由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 与 有 限 次 复合 运算 步骤 而 构成 的 ,可 用 
一 个 解析 式 表示 的 函数 ， 叫 初等 函数 (elementary function). 

如 sin2z,arcsin27 + aE, ln(1+ 1 十 )cosz 等 都 是 初等 函数 . 

初等 函数 以 其 存在 域 为 定义 域 . 确定 初等 函数 的 存在 域 可 由 下 列 步骤 进行 ; 

1) 分 析 所 给 初等 函数 是 由 哪 几 个 基本 初等 函数 经 过 哪 几 个 运算 步骤 而 得 到 
的 ; 

2) 定 出 这 些 基 本 初等 函数 的 定义 域 ,并 弄 清 每 次 运算 对 它们 的 存在 域 所 加 的 
限制 ; 

3) 把 全 部 限制 条 件 综合 起 来 确定 出 函数 的 存在 域 . 

本 教材 所 讨论 的 函数 主要 是 初等 函数 . 那些 不 是 初等 函数 的 函数 ,统称 为 非 初 
等 函数 , 即 不 能 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 与 有 限 次 复合 步 怠 而 得 ,或 不 
能 用 一 个 数学 式 子 表示 的 函数 . 某 些 分 段 函 数 就 其 整体 来 讲 就 不 是 初等 函数 ,但 它 
的 每 一 段 都 是 初等 函数 . 


忆 考 题 


1 是 否 任意 两 个 函数 y 二 (wu) 与 二 gLz) 都 能 通过 中 间 变 量 丸 复 会 成 一 个 函 
数 ? 世 尖 们 让? 
全 函数 是 否 是 一 个 新 的 三 数 类 ? 
3 设 py (二 25, 求 于 gCz)] ,gLgCz)] ,gLy(z)] 及 J[gCz)]. 并 由 此 
休会 如 何 分 解 复合 面 数 . 
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4. 是否 每 个 函数 都 有 反 未 数 ? 
5, 什么 是 初等 函数 ? 


思考 题解 答 


1. 不 是 . 如 函数 y 一 arcsinx ,zx 一 2 十 过 2. 

2. 不 是 . 

3. 9 [pz)J= (C7), Gg)]=2° ,Gy = 2) =27, [9x)]=27. 

4. 不 是 , 如 函数 y 二 Xx? 在 区 间 ( 一 00, 十 00) 内 没有 反 函 数 .但 y= 二 xz? 在 
[0, 十 00) 内 有 反 济 数 y= 二 MX ,在 (一 00,0] 内 有 反 函 数 y 二 一 VI. 

5. 略 . 


1.3 极限 概念 


要 人 研究 变化 着 的 量 ,初等 数学 的 方法 已 无 能 为 力 . 为 了 进一步 研究 函数 性 状 ， 
我 们 引入 极限 概念. 函数 的 极限 运算 是 一 种 非 初等 运算 , 它 是 微 积分 学 研究 函数 的 
基本 工具 ,通过 它 可 以 深入 到 函数 的 局 部 去 了 解 函 数 . 不 仅 如 此 ,极限 方法 也 是 一 
种 辩证 的 思维 方法 ,通过 对 极限 概念 的 学 习 可 以 体会 如 何在 运动 的 过 程 中 去 把 握 
变化 着 的 事物 ,从 而 深化 对 客观 世界 的 认识 . 

我 们 不 妨 先 从 极限 的 特殊 情况 一 一 数列 极限 入 手 去 认识 极限 概念 ,再 进一步 
认识 一 般 的 函数 极限 . 


1.3.1 数列 极限 (limit of sequence) 


车 函数 y 二 f(x) ,nEN, 则 称 该 函数 为 数列 (sequence). 因 自 然 数 集 N 的 元 素 
可 按 顺 序 排 列 , 故 若 令 xz, 二 了 (n), 则 数列 f(x) 也 可 写作 


TI To Ta 


从 而 数列 有 时 也 称 作 序列 . 其 中 第 ”项 zx 叫做 数列 的 通 项 或 一 般 项 . 数列 的 几何 
形象 为 数 轴 上 的 一 列 点 ， 














观察 几 个 数列 ， 
1 1 1 1 
例 1 数列 | 于 | :1 十, 十， 上 (1.6) 
7 123.. 7 
数列 [于 1) :二 ,之 ,六 ， 7 十 1 (1.7) 
数列 {2} ;1 ,2,3,… ,nn,…。 (1.8) 
数列 {( 一 1) 和 十 1):2,0,2; 0 (一 1)* 1 二 ]，… (1. 9) 


以 上 数列 均 为 无 穷 数列 . 其 中 的 变化 趋势 显然 是 趋 于 无 穷 大 ( 记 n> 十 oo). 


“ 12， 医学 高 等 数学 








观察 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 当 数 列 的 项 数 ” 越 来 越 大 时 ,数列 {z,} 的 变化 情况 不 
同 ,大 体 可 归纳 为 3 种 情况 : 

1) 数列 的 项 与 某 常数 无 限 接近 ,如 数列 (1. 6)、(1.7); 

2) 数列 的 项 趋 于 无 穷 , 如 数列 (1. 8); 

3) 数列 各 项 无 固定 趋势 ,如 数列 (1. 9) ,其 项 z 在 2 与 0 之 间 无 限 摆动 , 

所 谓 数列 的 极限 问题 ,就 是 要 讨论 在 自 变量 ”一 十 ce 的 过 程 中 ,数列 中 各 项 的 
变化 趋势 . 

观察 数列 (1. 6) ,其 几何 形象 如 图 1. 3. 它 的 第 ”项 z, 对 应 于 数 轴 上 第 个 点 
Tn 二 1/n. 可 见 > 十 co 时 ,xz 与 0 点 的 距离 无 限 减 小 ,或 称 任意 小 . 即 


入 Xa 2 Xl 


O… 下 -十 让 地 1 x 
图 1.3 
|z,—0|= 二 -| = 并 
n n 





在 "一 十 ce 时 任意 小 , 记 为 
| 二 一 01 一 0 (2 一 十 co)， 


这 时 称 {1/w) 在 趋 于 无 穷 大 时 以 0 为 极限 . 
再 观察 数列 (1.7). 如 图 1. 4. 当 无 限 增 大 时 ,x, 二 -于 -与 常数 1 的 距离 





六 1 3 Xa Xn 
和 
0 过 234.n .1 7* 
2 3 45 ntl 
图 1.4 
n ] 
(2 1|= [#41 1| zi 0， 








称 | 二 1 为 极限 . 
面 给 出 数列 极限 的 准确 定义 ， 
定义 1 已 知 数列 {z,),A4 是 某 确定 常数 . 若 当 项 数 无 限 增 大 时 ,数列 的 项 x， 
与 常数 4 的 距离 zx, 一 4| 任 意 小 , 则 称 数列 {x,) 以 常数 4 为 极限 , 记 为 


Jim z=A 或 tz 一 A(n 一 十 oo). 


这 时 , 称 数列 {z,} 是 收敛 (converge) 的 ;否则 ,是 发 散 (diverge) 的 . 
根据 定义 1, 可 将 例 1 中 数列 (1. 6)、(1.7) 的 变化 趋势 记 为 








lm 0 dimati= 
且 称 数列 (二 收敛 于 0, 数列 (- 刀 -| 收敛 于 1. 而 数列 人 n) 与 {(( 一 1)"! 十 1) 在 的 


于 无 穷 大 时 是 发 散 的 . 

在 定义 1 所 定义 的 极限 过 程 中 ,|x, 一 4A| 任 意 小 是 在 mw 一 十 这 一 无 穷 过 程 中 
实现 的 , 它 恰 好 反映 了 在 ”一 十 co 时 ,数列 的 几乎 所 有 项 z, 与 常数 4 无 限 接近 这 种 
使 整个 数列 渐 趋 稳定 的 性 态 . 这 种 稳定 性 是 运动 之 中 的 稳定 性 , 它 是 初等 数学 的 任 
何 语 言 所 无 法 描述 的 . 而 此 时 极限 语言 的 应 运 而 生 , 正 是 对 这 种 无 限 过 程 之 中 的 稳 
定性 态 的 恰到好处 的 刻画 . 

本 书 的 极限 定义 是 从 几何 直观 的 角度 给 出 的 描述 性 定义 . 严格 的 极限 定义 需 
用 到 更 为 抽象 的 数学 语言 一 “e-N” 语 言 , 它 是 以 如 下 方式 来 描述 极限 概念 的 ; 

定义 1 中 , 随 项 数 的 无 限 增 大 ,数列 的 项 xz, 与 某 常数 4 的 距离 任意 小 . 要 使 
|x 一 4| 任 意 小 ,只 要 充分 大 即 可 . 比如 数列 (1. 7) ,要 使 
1 1 


1 = 二 < 十， 





|z: 一 1|= 





?十 1 
只 要 ”>>99 便 可 ;要 使 |z, 一 1 [< 区 0, 只 要 nn 之 999 便 可 .一 般 地 ,要 使 |z, 一 1| 小 
于 无 论 多 么 小 的 正 数 se, 只 要 >? 充分 大 , 即 n> 十 一 1 便 可 ,车 记 和 N 为 大 于 二 一 1 的 
最 小 整数 , 则 n>>N 便 可 . 因此 ,又 有 如 下 数列 极限 的 定义 ， 
定义 1 已 知 数列 {z,} ,4 是 某 确定 常数 . 若 对 任 给 的 正 数 e, 总 总 存在 某 个 自然 
数 N ,使 得 zw 之 N 时 ,都 有 
[zx:— A|<e, 
则 称 数列 {z.} 收 敛 于 4 ,并 称 {zo} 在 二 趋 于 无 穷 大 时 以 4 为 极限 . 
以 上 极限 的 e-N 定义 仅 供 参考 , 有 兴趣 深入 的 读者 可 参阅 参考 文献 [1 一 2]， 
例 2 证 明 数 列 x 二 + 二 (一 1 以 0 为 极限 . 
证 明 由 于 





jz 0|= HD- 
ni 


而 z 十 co 时 ,二 -0, 从 而 lz 一 0|->0, 故 


1 二 
ne 
实际 求 数列 极限 时 ,通常 借助 于 极限 的 运算 法 则 和 常用 极限 ,这 将 在 1.4 节 中 
介绍 . 


二 0. 
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1.3.2 函数 极限 (limit of function) 


数列 y= 二 了 (nn),nEN 中 , 若 将 其 中 的 自 变 量 ” 用 二 表示 , 即 是 y= Cr),rEN， 
这 是 一 种 特殊 的 函数 ,其 特殊 性 表现 在 z 在 N 内 离散 地 取 值 . 研究 这 种 函数 的 极限 
时 ,其 自 变 量 的 变化 趋势 显然 是 zx 一 十 oo. 

对 任意 函数 y= 二 f(x),xED, 自 变量 x 一般 是 在 DD 内 连续 变化 的 .讨论 其 极限 
时 , 自 变量 的 变化 趋势 有 两 种 情形 :rz 十 ce 或 z 一 一 ;x 一 xo，,zo 为 某 个 有 限 值 . 


x-> 十 co 或 zx 一 一 co 时 ,函数 f(x) 的 极限 


定义 2 设防 数 f(z) 在 区 间 (4, 十 co) 内 有 定义 ,A 是 某 确定 常数 . 若 工 趋 于 正 
无 穷 时 ,f(x) 与 4 的 距离 |f(x) 一 A| 任 意 小 , 则 称 函 数 f(x) 在 x 趋 于 正 无 穷 时 以 
4 为 极限 ,并 称 f(x) 在 x 趋 于 正 无 穷 时 收敛 于 4. 记 为 


lim f(x)=4 或 FCz)- 一 4(Cz 一 十 co)， 


Z- 十 co 时 的 函数 极限 可 参照 n> 十 wo 时 的 数列 极限 来 理解 ,区 别 在 于 xz 的 变 
化 是 连续 的 ， 
2Z 一 十 ce 时 的 函数 极限 也 可 以 下 列 更 为 专业 的 方式 定义 , 仅 供 参考 . 
定义 2》 设 函 数 f(x) 在 区 间 (4, 十 oo) 内 有 定义 ,A4 是 某 确定 常数 . 若 对 任 给 
的 正 数 ,总 存在 某 个 正 数 M ,使 得 当 z>M 时 ,总 有 
| jx) 一 41<e， 


则 称 f(x) 在 xz 的 于 正 无 窃 时 以 4 为 极限 . 
例 3 考察 下 列 函数 在 xz 一 十 oo 时 的 极限 ， 
(a) f(z)= 圭 , 当 z> 十 oo 时 ,f(z) 与 0 无 限 接近 , 即 |f(z)-0| 二 | 1 -| _ 








语 一 0, 故 ji 二 =0， 见 图 1. 5(a), 从 图 中 可 看 出 ,y= 二 在 Z> 十 co 时 以 工 轴 为 渐 


近 线 . 


(b) g(x) 二 arctanx, 显 然 lim arctanz 一 
T+ 


工 


2 9 


见 图 1. 5(b). 


y 


(a) 
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同样 可 定义 z 一 一 ce 时 国 数 f(z) 的 极限 ,作为 练习 留 给 读者 . 如 图 1.5(b)， 
lim arctanz 一 一 六 

在 z-> 十 ce (或 * 一 一 cc) 时 ,函数 没有 极限 的 情形 也 是 有 的 . 当 -> 十 co 时 , 函 
数 > 一 z 的 函数 值 趋 于 无 穷 大 ,而 函数 y=sinz 的 函数 值 则 在 1 与 一 1 之 问 无限 摆 
动 ,它们 均 不 趋 于 任何 有 限 常数 ,这 时 我 们 称 x 趋 于 正 无 穷 (或 x 趋 于 负 无 穷 ) 时 函 
数 极限 不 存在 或 发 散 . 


x 一 xo 时 ,函数 f(x) 的 极限 








例 4 函数 f(z)=2 生 二 (图 1.6), 它 在 x 二 1 处 无 定义 ,考察 z 一 1 时, 函 

数值 的 变化 情况 ,显然 它 所 对 应 的 函数 值 趋 近 于 4， 
. 上述 例子 和 zx 一 十 co 时 函数 极限 存在 的 
情形 相仿 . 这 里 是 “ 当 x 一 zo( 但 不 等 于 zu) 
时 ,对 应 的 函数 值 f(x) 趋 于 某 个 确定 的 常数 
A”, 称 之 为 x 一 zo 时 函数 f(x) 以 4 为 极限 . 
定义 3 设 函 数 y=f/(z) 在 点 z 的 附 
近 有 定义 ,4 是 某 确定 常数 . 若 当 自 变量 z 
趋 于 zo 时 ,了 (zx) 与 4 的 距离 |f(x) 一 Aj 任 
意 小 , 则 称 函 数 f(x) 在 x 趋 于 x 时 以 4 为 
极限 ,并 称 f(x) 在 x 趋 于 x。 时 收敛 于 4. 记 

为 





limf(z)==4 或 f(x)>A(r—>zo). 


定义 中 只 要 求 函 数 f(z) 在 ze 的 附近 有 定义 ,而 不 要 求 f(x) 在 me 有 定义 . 这 
里 只 要 求 “附近 ”是 意味 着 不 考虑 函数 f(z) 在 点 z 的 情形 ,我 们 只 研究 x 趋 于 Xo 
《但 不 等 于 ro) 时 函数 的 变化 趋势 . 事实 上 ,从 例 4 可 以 看 到 ,其 中 的 函数 是 有 趋势 
的 ,从 而 极限 存在 ,但 该 函数 在 xo 处 没有 定义 . 

定义 3 中 ,zx 趋 于 zx。 是 指 z 从 xz 的 两 侧 趋 于 x 

我 们 也 可 用 “e-6” 语 言 来 严格 地 定义 zzo 时 f(z) 的 极限 . 如 例 4 中 ， 由 于 
(2d 

Zz—1 

要 使 |f(x) 一 4| 小 于 任 给 的 无 论 多 么 小 的 正 数 e( 它 反映 f(z) 与 4 任意 接近 的 程 
度 ), 只 要 |z 一 1|<< 乞 便 可 .这 里 e/2 标志 着 x 与 z=1 的 接近 程度 , 常 把 它 记 为 5. 
由 于 不 考虑 f(x) 在 zo=1 处 的 状况 , 故 有 0 二 |z 一 1| 过 5. 这 样 ,对 任 给 的 正 数 s, 都 
可 找到 一 个 9, 只 要 0< lz 一 11<9, 则 | Acz) 一 4 一 e 

定义 3” 设 函 数 f(x) 在 点 zo 的 附近 有 定义 ,A 是 某 确定 常数 . 若 对 任 给 的 正 
数 。, 总 存在 正 数 6, 使 得 当 0<|zx 一 zx。|<6 时 ,都 有 








[f(x)—A| 4 =|2(rt1) -4|=2le 1l, 
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Loz) 一 41<e， 
则 称 f(z) 在 z 趋 于 xz。 时 以 4 为 极限 . 
例 5 证 明 lim MI 一 2M 一 zt,(|zo|<1). 
证 明 由 于 |zo| 二 1, 故 有 
7 i, | 一 z)— (1—z’)| [x’—zxo| 
Me Ns- VITZ+HVIA VIZRHVIz 
lx—zxol* lxtzo| [xxzxol (tl) 


Vi V1l—zxi 

















2 
一 |z 一 zol， 
1 一 Zo 
即 [Miz—NVi-z < lr. 
M1—zx? 
Z->Zo 时 ,|z 一 zol 一 0, 由 于 2 是 常数 , 故 一 和 一 |z 一 zo|>0, 从 而 
1—zx? 1—z? 
[VR Vi 一 0， 





lim M1—zx’=NM1—z. 
由 定义 3, 读 者 还 可 自行 推 得 如 下 常用 的 结论 ; 


limC=C,limzx= xo0,limsinx =sinzo, limcosx=cosxo, 


这 里 C 为 常数 ,zo 为 任 一 实数 .事实 上 可 以 证 明 对 其 他 类 型 的 基本 初等 函数 , 当 x 
为 其 定义 域内 之 点 时 ， 均 有 limf (x) =f(xo0). 

当然 ,有 些 函 数 在 其 自 变量 的 某 些 变化 过 程 中 极限 不 存在 . 

例 6 (a) zx->0 时， lz| 一 0, 故 人 十 co 所 以 站] 在 z>0 时 极限 不 存在 . 


Cb) x 一 0 时 ,sin 土 在 1 与 一 1 之 间 无 限 摆动 . 故 zx0 时 ,sin 二 不 趋 近 
于 任何 有 限 常 数 ,从 而 极限 不 存在 . 
若 z>zo 时 ,函数 f(x) 极限 不 存在 , 称 f(x) 在 x 趋 于 x, 时 发 散 . 
有 些 函 数 在 其 定义 域内 某 些 点 的 左 侧 与 右 侧 有 不 同 的 解析 表达 式 (如 分 段 函 
数 在 其 定义 域 中 的 分 段 点 ), 或 函数 仅 在 某 些 点 的 一 侧 有 定义 (如 其 定义 域 区 间 的 
端点 ), 这 时 函数 在 这 些 点 上 的 极限 问题 只 能 单 侧 地 加 以 讨论 . 
1.3.3 单 侧 极限 (one-sided limit) 


定义 4 设 jz) 在 区 间 (zo 一 6,zo)(6>0) 内 有 定义 ,4 是 某 确定 常数 . 若 z 从 





第 1 章 画 数 .极限 与 连续 


.17 ， 





zo 的 左 侧 趋 于 z。 时 ,jz) 趋 于 4, 则 称 jz) 在 工 从 zxo 的 左 侧 趋 于 ze 时 以 4 为 左 
极限 ; 记 为 : 
f(xo~—0)= lim f(z)=4. 


rx 


同 理 , 若 F(z) 在 区 间 (zo,zo 十 8)(6 盖 0) 内 有 定义 ,可 定义 函数 f(x) 在 xo 的 右 
极限 : 
JJ (zxzo 十 0) 一 lim f(x)=A. 


0 


(请 读者 自行 完成 ). 左右 极限 统称 为 单 侧 极 限 ， 


例 7 已 知 符号 函数 
1， Zz>0， 
rien Z 一 0， 
一 1， Z<0， 


则 





大 0 一 0) 一 lim jz) 一 lim (一 1 一 一 1， 
0 


TD 


fA(0+0)= lim f(x)= lim 1=1, 
0 


TO 


可 见 , 函 数 7(z) 在 某 点 的 左 , 右 极限 不 必 是 相等 的 . 这 时 ,车 考察 z 从 x 的 两 
侧 趋 于 zo 时 f(z) 的 变化 状况 ,显然 f(z) 在 1 与 一 1 之 间 无 限 摆动 ,从 而 f(z) 极 限 
不 存在 . 
由 上 例 可 看 出 ,函数 的 单 侧 极 限 与 im/(z) 不 是 相同 的 概念, 它们 之 间 有 如 下 
的 定理 ， 
定理 limf(z)==A 的 充分 必要 条 件 是 
lim f(z)= lim f(z)=A4. 


Xz 


0 


因此 ,即使 函数 的 左 、 右 极限 都 存在 ,函数 极限 也 未 必 存 在 ,如 例 7. 所 以 ,该 定 
理 也 给 出 了 一 个 判别 函数 极限 是 否 存 在 的 方法 . 


1. 数列 的 极限 问题 讨论 的 是 什么 ? 函数 的 极限 问题 呢 ? 
2. 战国 时 代 阁 学 家 庄 周 所 著 的 《庄子 。 天 下 篇 》 中 引用 过 一 句 话 :“ 一 尺 之 权 ， 
日 取 其 半 , 万 世 不 竟 ”. 试 体 会 其 中 所 包含 的 极限 思想 ,并 写 出 相应 的 数列 及 其 在 
1- 十 co 时 的 极限 . 
3. 分 别 写 出 等 比 级 数 
QQg，d92 ,ag" ,ag”, (a 关 0,g 关 1) 
和 擎 差 级 数 
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asa 二 dya 二 2d,*…,a 十 (n 一 1)d,a+nd,'… (acg 天 0) 

的 前 nn 项 和 5S,, 并 考察 n 下 十 co 时 S, 的 极限 . 

4. 试 定义 7 一 一 co 时 的 画 数 极限 . 

5, 定义 3 中 ,为 何 只 要 求 f(z) 和 在 zo 的 附近 有 定义 ,而 不 要 求 f(x) 在 zo 有 定 
义 ? 

6. 就 同一 函数 而 言 , 自 变量 的 不 同 变化 越 势 一 般 将 导致 未 数 值 的 不 同 变化 趋 
势 . 你 能 对 此 举例 说 明 吗 ? 

7. 如 果 f(x) 在 zo 处 的 左 , 右 极限 至 少 有 一 个 不 存在 ,f(x) 在 zo 处 的 极限 是 
否 存 在 ?为 什么 ? 


思考 题解 答 
1. 咯 


二 | 1 
2. 公 Jim z= 0. 


3. 车 比 级 数 的 3 lg|<<1 时 ， lim S, 一 和 19[>>1 时, lim S, 不 





存在 ;等 差 级 数 的 5,=nat ed, lim S, 不 存在 . 
4. 参见 定义 2. 
5. 略 . 


6. 如 lim 圭一 1, lim 二 二 一 1,lim 十 不 存在 . 
-el 并 一 人 Ze0 A 
7. Jimf(z) 不 存在 . 见 本 节 定理 . 


1.4 极限 的 计算 


在 1.3 中 ,我 们 引入 了 5 种 类 型 的 极限 : lim f(z), lim f(x),limf(z)， lim 


一 


/7(z) 及 lim f(z). 数列 极限 视 作 第 一 种 类 型 的 特例 . 在 1. 3 中 ,我 们 只 能 根据 极限 


的 定义 或 直观 判断 来 确定 函数 的 极限 ,但 对 较 复杂 的 函数 ， 则 需要 借助 其 他 更 为 有 
效 的 方法 来 计算 它们 的 极限 . 为 此 ,本 节 介 绍 求 极限 的 基本 方法 . 

本 节 中 的 定理 针对 lim f(x) 极限 类 型 给 出 ,但 对 其 他 类 型 的 极限 也 是 适用 的 . 
希望 读者 在 学 习 时 注意 . 另外 ， 由 于 定理 的 证 明 用 到 极限 的 e-6 定义 , 故 不 加 证 明 地 
给 出 .希望 了 解 的 读者 可 参阅 参考 文献 [11. 

1.4.1 极限 的 四 则 运算 法 则 


定理 若 极 限 lim/(z) 与 limg (x) 都 存在 , 则 f(x) 十 g(z),f(x)， g(x) 在 
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Z->zZo 时 极限 也 存在 , 且 
(a) lim[L f(r)+g(z))=limf(z)+tlimg (x) ; 


(b) lim[ f(x) 。 &(z)] 一 lim jz) 。 limg (x); 


又 若 limg(z) 关 0, 则 人 可 在 zz 时 极限 存在 , 且 





(©) lim g(r) limg(z)’ 


推论 车 lim 有 (Cz) ,limf2(z),…,limf,(zx) 存 在 , 则 

Ca) bin tf (EFF lm fi tli fe) ti e) 
Cb) lim[fi(z) » fa(z) -mA 。 lim /fata) “ee limf(z); 
特别 地 ,着 lim f(z) 存 在 ,由 


lim[ fe) =[limf (rx),nEN. 
lim[kf(x)] 二 k[limf(z)],k 是 常数 . 


利用 上 述 定理 及 其 推论 ,可 以 从 几 个 较 简单 的 函数 极限 出 发 ,计算 较 复杂 的 函 
数 极限 . 

例 1 求 下 列 极限 ， 

(a) lim(zs 十 2z 一 1). 


2 
解 由 于 limz 一 (limz) 一 23 一 8， 


lim2z 一 2 limz=2X2=4, 


由 前 面 的 定理 ,我 们 有 


Lim(z 十 2 一 D) 一 limz 十 lim2z 一 iml 一 (limz) 十 2 limz 一 lim1l 一 8 十 4 一 1 一 11. 
人 人 x XT 工人 -2 工 -二 2 
(b) lim (ztanz— 1). 
工人 4 


Xsinz .， , . 
解 ztanz 一 1 一 一 一 1, 且 limsinz=sinzo,limcosz 一 cosxo 由 于 
To 


CoOsz zz 


lim cosx=cos #0 ， 


Tn/4 








. ， xX, Xx 
lim x »。 lim sinx 1 X sin 二 
lim (ztanz 一 1) 一 一 24 xl4 lim 1 一 一 1 一 工 _1 
4 lim cosx Pe 4 


nt 
Tn/4d COS 一 


.19 。 








.20 。 








(ce) lim 天 一 工 一 2 
一 1 Z 十 1 、 
解 由 于 lim (x 十 1) 二 0, 故 该 式 不 能 直接 用 前 面 定 理 中 的 等 式 (3), 但 当 zx 关 1 
Te 一] 
时 ， 
Tz—2_ z+), 




















Zz 二 1 Zz 十 1 
故 
2 7 
lim T= lim (x 2)=—1 一 2= 一 3. 
Cd) i 一 
2 4 3 十 1 
— 3 > AN 定 . 日 9 
解 > 1 时 ,十 1 和 二 都 没有 极限 , 故 不 能 直接 用 定理 但 z 关 1 时 
1 3 CZ 十 1)Cz 一 2) 一 2 
ZX 十 1 zs 二 1 zx: 十 1 ZX? 一 十 1 
故 
if 3 1 xz- -12 i 
artl Zt) a 好 一 二 lim z’— limz+1 (~—1)’—(—1)+1 : 
r=>=—1] IT 一 


1.4.2 两 个 重要 极限 


有 两 个 极限 作为 求 极 限 的 常用 工具 ,经 常 被 用 到 . 本 书 不 加 证 明 地 给 出 ,其 证 
明 可 参阅 参考 文献 [2]. 


lim n SE] (x 为 弧度 数 ) 


YX 下 


例 2 求 下 列 函 数 极限 : 
(a) lim SpAz (p80). 
信人 zr 
解 令 kf=t, 则 zx 一 0 时 1->0, 故 














lim Snez 一 lim Kn Lim Sint 8X1 一 A 
Te0 人 i>0 t 
(b) lim tanz 
解 i en hie, 1 snz_jinm Sin 1 _1x 工 -1 
re0 XT xz-0 COST 垃 zz0 XT limcosz 1 
DO 
Cc) lim 2 Sinz 


解 信人 0 
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加 1 
cd) lim 1 1 一 cosz， 
1 一 cosz 2sinzz/2 1 [ss ? 
解 由 于 zi x z/2 ] 履 
. 1 一 cosz 1,. [sinx/2 1 1 
lim = 二 im 了 /2 ] - 2 穴 ] 一 2 


从 以 上 例题 不 难看 到 ,我 们 常 利用 该 极限 求解 与 三 角 函 数 有 关 的 函数 的 极限 
问题 ， 


例 3 求 下 列 极限 : 
(a) lim[ 1 一 全 | ,& 是 非 零 常数 . 


解 需 将 | 1 一生】 变形 成 公式 中 的 形式 ， 


(4) = [+ ] 


令 一 于 =t; 则 X00 时 ,t>o0, 故 





不 =im[ (1+) | 一 [ml 二 门 = 


ml 
解 由 于 

[各 ) -ar 
故 


_ _ = 二 
原 式 一 tt 


在 应 用 中 ,上 述 重 要 报 限 还 可 以 另 一 种 形式 出 现 ; 令 1/zx=a,x 一 oo 时 a>0， 
故 jim(1 十 os 一 e。 

(Cc) lim(1+tanz)™™. 

解 今 tanz=i, 则 zx 一 0 时 ,ft 一 0, 故 


原 式 一 lim(1 十 一 e. 


学 高 等 数学 




















思考 是 
1. 以 下 极限 式 是 否 正 确 ? 为 什么 
3 

(1) lim | 7 zr! -mm 二 Jim ,BH 
(2) limz| 1 一 coOSs 二 | 一 jimx，。 lim| 1 一 cos 二 | ; 

To 人 Le Le 人 

2 lim (zx— 2) 

(3) lim ——< = . 

ml 一] lim(zx—1) 

1 

2. lim sx 一 (xzo 天 0); lim 7. 


0 


3. 本 节 定 理 之 推论 中 的 结论 
lim[ f(x) = [limf (x) 


To 


对 户 取 需 和 和 负 整数 时 还 成 立 吗 ? 为 什么 ? 
4. 若 极限 lim jz) 存 在 , 则 惟一 存在 . 你 能 推断 出 这 是 为 什么 吗 ? 


5. 著 在 zo 的 附近 ,有 h(z)<fr) g(r) ,limf(r)=limg(z) 二 4, 则 推 想 
Xxo 时 f(x) 有 极限 吗 ? 若 有 ,是 什么 ? 


思考 题解 答 


1.(1),(2),(3) 均 不 正确 .参见 本 节 定 理 . 
lim Snz Sinzo， lim Sinz 一 0. 参见 1.5 节 
TI0 Xo ”xz 二 oo 人 并 


3. limf(z)=Az#0 时 , 原 式 成 立 . 
& 一 0 时 ， lim[/(#)] = 1， [limf(z)1= 4 一 1; 





一 lim 1 2 二 J 
人 0 [LAFCz) lim [frp A” 





4 一 一 2COEN) 时 ,limLAz) 一 4 ， 


故 lim [f(zx) 1= Lim jz)] 


4. 试 假设 车 有 两 个 极限 ， 情况 会 如 何 , 该 结论 称 为 “机 限 存 在 的 惟一 性 定理 ” 
5. imf(zx) 二 A. 该 结论 称 为 “ 夹 台 定理” 


4,5 两 题 的 证 明 可 参阅 参考 文献 [1 ]. 


1.5 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


现在 以 极限 为 工具 去 认识 微分 学 中 两 类 非常 重要 的 变量 :无 穷 小 量 与 无 穷 大 
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量 ， 
1.5. 1 无 穷 小 量 (infinitesimal) 

定义 1 若 limjz) 一 0, 则 称 函 数 变量 f(x) 是 x 一 zo 时 的 无 穷 小 量 . 

如 zz 是 zx>0 时 的 无 穷 小 量 ,sin(z 一 za) 是 za 时 的 无 穷 小 量 . 

对 于 定义 在 区 间 上 的 函数 而 言 ,也 可 以 定义 其 在 自 变 量 其 他 变化 趋势 下 的 无 
穷 小 量 : 

Z 十 coyz 一 一 co zz) 等 .对 数列 的 情形 ,也 可 定义 n 一 十 co 时 的 无 
穷 小 量 ,这 时 称 该 数列 为 无 穷 小 数列 . 

如 1/x" 是 zx 一 十 co 时 的 无 穷 小 量 ,1/2" 是 n 一 十 wo 时 的 无 穷 小 数列 . 

由 上 可 知 , 无 穷 小 量 不 是 一 个 很 小 的 数 ,而 是 一 类 特殊 的 函数 或 变量 ,它们 以 
零 为 极限 . 

由 无 穷 小 量 的 定义 及 极限 的 四 则 运算 法 则 ,可 立即 推 得 无 穷 小 量 有 如 下 性 质 ， 

也 两 个 无 穷 小 量 的 代数 和 仍 是 无 穷 小 量 , 从 而 有 限 个 无 穷 小 量 的 代数 和 仍 是 
无 穷 小 量 ; 

@@ 有 界 函 数 与 无 穷 小 量 的 乘积 仍 是 无 穷 小 量 , 从 而 常量 与 无 穷 小 量 的 乘积 仍 
是 无 穷 小 量 ; 有 限 个 无 穷 小 量 的 乘积 仍 是 无 穷 小 量 . 

例 1 证 明 limz?sin 十 一 0. 


sin 二 | <1, 获 sin 二 为 有 界 变量 ,而 <_=0 时 ,zz 为 无 穷 小 量 .由 





证 明 由 于 
无 穷 小 量 的 性 质 2 知 ,z~>0 时 ,zssin 十 仍 为 无 穷 小 量 . 
所 以 ,limzzsin 工 -0. 
x0 本 


由 极限 定义 ,还 可 推出 如 下 定理 ， 
定理 limf(z) 一 4 的 充分 必要 条 件 是 


lim[f(z)—A4]=0. 
此 定理 对 z 的 其 他 变化 趋势 也 是 成 立 的 . 
在 该 定理 之 下 , 记 a 二 f(z) 一 4, 则 a 是 xz->zo 时 的 无 穷 小 量 ,从 而 函数 f(x) 可 
f(x)=Ata (ima=0). 
所 以 ,有 极限 的 函数 可 表 为 其 极限 与 一 无 穷 小 量 之 和 . 
1. 5.2 无 穷 小 量 阶 的 比较 


无 穷 小 量 是 以 零 为 极限 的 变量 ,但 收敛 于 零 的 速度 有 快 有 慢 . 为 此 ,考察 两 个 
无 穷 小 量 的 比 ， 以 便 对 它们 收敛 于 零 的 速度 作出 判断 ,我 们 将 这 一 过 程 称 为 无 穷 小 


“04 。 


医学 高 等 数学 








量 阶 的 比较 . 具体 的 比较 如 下 
设 zz 时 ,f(z).g(z) 均 为 无 穷 小 量 . 
(a) 着 lim 人 加 二 0, 则 称 x 一 zo 时 f(z) 为 g(z) 的 高 阶 无 穷 小 量 , 亦 称 gCz) 
为 f(x) 的 低 阶 无 穷 小 量 . 记 为 
f(x)=o0(g(z)) (zr>z0). 


(b) 若 lim LE) CpF0) , 则 称 x 一 xo 时 f(x) 与 g(x) 为 同 阶 无 穷 小 量 , 记 为 


f(z)=O(g(x)) (zzo0), 
特别 地 ,车 =1, 称 zzo 时 f(z) 与 g(x) 为 等 价 无 穷 小 量 . 记 为 
fxr)~g(r) (rzo0). 
例 2 (a) rz 一 0 时 ,zzz yz 等 都 是 无 穷 小 量 ,但 是 它们 一 个 比 一 个 高 
阶 , 即 
X=o(r) (xz>0) ,k=1,2, ,nl1. 


(b) 当 x 一 0 时 ,1 一 cosx 与 zx? 同 为 无 穷 小 量 ,由 于 


1 1 一 cosz 1 
Im 一 一 一 一 到 
-0 zx? 2 7 


所 以 1 一 cosz 与 zx! 在 x 一 0 时 为 同 阶 无 穷 小 量 . 如 果 规 定 z->0 时 为 二 阶 无 穷 
小 , 则 1 一 cosz 也 为 二 阶 无 穷 小 . 
(c) lim 2 一 1, 则 ->0 时 sinz 与 x 为 等 价 无 穷 小 量 , 即 


区 





sinr~x (x0); 
同 理 ， 
tanr~x (zr>0), 
在 求 两 个 函数 乘积 或 商 的 极限 时 ,往往 可 以 用 分 子 或 分 母 中 因子 的 等 价 无 穷 
小 量 来 代替 相应 的 部 分 ,以 简化 计算 . 具体 作法 示例 如 下 
例 3 求 lim sin4z 


TO tan3z” 
解 ” 由 于 sindx~4r(r>0),tan3x~ 3T(X 习 0) ,所 以 
sin4zx 4Z 4 


m 二 lim 汪 二 一 ， 
ro tan3r zr-0 3T 3 





1. 5.3 无 穷 大 量 (infinitely great) 


在 没有 极限 的 一 类 函数 中 ,如 丽 数 Foz)=1/z,z 0 时 , 它 虽 不 收敛 于 常数 ， 
但 却 有 明显 的 趋向 , 即 随 着 = 趋 于 0 而 无 限 增 大 . 这 类 情形 称 为 函数 具有 非 正 常 极 
限 oo. 这 时 , 称 该 函数 为 无 穷 大 量 . 
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定义 2 若 lim [8z)|= 十 ce, 则 称 函 数 f(x) 为 zzxo 时 的 无 穷 大 量 . 

可 见 , 无 穷 大量 本 质 上 是 指 无 限 增 大 的 变量 , 它 当 然 不 是 常数 . 数列 的 情形 也 
称 为 无 穷 大 数列 . 

例如 ,tanz 是 xz 一 x/2 时 的 无 穷 大 量 ， 因为 lim tanz 一 十 co. 

z-0 时 ,1/z 是 无 穷 大 量 ; 而 rz 十 co 时 ,1/z 是 无 穷 小 量 ;但 在 其 余 情 形 下 ， 
1/z 既 不 是 无 穷 大 量 ,也 不 是 无 穷 小 量 . 

可 见 ,一 个 变量 是 无 穷 大 量 还 是 无 穷 小 量 ,是 相对 于 自 变 量 的 变化 趋势 而 言 
的 ,不 能 扳 立 地 谈论 . 

根据 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 定义 ,可 知 它们 之 间 有 如 下 关系 : 

无 穷 大 量 的 倒数 为 无 穷 小 量 ;无 穷 小 量 的 倒数 为 无 穷 大 量 . 

由 此 可 知 ,对 无 穷 大 量 的 研究 完全 可 以 归结 为 对 无 穷 小 量 的 研究 . 


1. 能 否 说 一 个 非常 小 的 数 是 无 穷 小 量 , 一 个 非常 大 的 数 是 无 穷 大 量 ? 为 什么 ? 

2. 有 限 个 无 穷 小 量 之 和 是 无 穷 小 量 , 无 限 个 无 穷 小 量 之 和 还 是 无 穷 小 量 吗 ? 

3. 若 Z>xo 时 函数 f(x) 可 表示 为 一 个 常数 与 x>zo 时 的 一 个 无 穷 小 量 之 和 ， 
则 x 一 zo 时 f(z) 有 极限 吗 ? 

4. 车 a 是 的 高 阶 无 穷 小 量 , 而 有 是 7 的 高 阶 无 穷 小 量 , 则 能 比较 g 和 7 的 阶 
吗 ? 

5. 车 a~p,B~7Y, 则 与 7 车 价 吗 ? 

6. 是 否 任意 两 个 无 穷 小 量 都 可 进行 阶 的 比较 ? 


思考 题解 答 


1. 不 能 . 因为 一 个 变量 要 灾 得 无 穷 小 或 无 穷 大 ,只 有 在 自 变 量 的 某 种 变化 趋势 
或 变化 状态 下 才能 实现 . 所 以 ,任何 一 个 定数 ,无 论 它 多 么 小 或 多 么 大 , 绝 不 能 说 成 
是 无 穷 小 或 无 穷 大 ， 

2. 不 一 定 .考虑 下 面 两 个 无 限 个 无 穷 小 量 之 和 ， 


并 
TT 在 x 一 0 时 ， 


工 了 工 1,..1,.. 
地 十 区 十 区 十 汪 十 二 十 在 入 > 十 co 时 ， 
请 参考 本 书 第 8 章 . 
3. 有 .rxo 时 f(x) 以 该 常数 为 极限 . 见 本 节 定 理 . 
4. 考虑 lim 六 即 可 比较 . 








5. a~7Y. 
, 1 
| zsin 过 1 1 
6. 不 是 . 如 Z 0 时 ,无 穷 小 量 zsin 二 与 22 之 比 四 一 并 Sin 这 的 极限 不 存 


在 ,也 没有 非 正 常 极限 , 故 无 法 对 它们 进行 阶 的 比较 ， 
1.6 函数 的 连续 性 


在 很 多 客观 现象 中 ,变量 的 变化 都 是 连续 的 ,如 生物 的 自然 增长 .血液 的 流动 、 
气温 的 变化 等 . 这 种 特性 反映 到 函数 中 ,就 是 所 谓 函 数 的 连续 性 . 

函数 的 连续 性 也 是 函数 的 重要 性 态 , 对 函数 的 很 多 性 质 的 研究 都 是 建立 在 连 
续 性 的 基础 上 的 . 具有 连续 性 的 函数 称 为 连续 函数 . 本 书 所 讨论 的 函数 ,如 不 加 声 
明 ,都 是 连续 函数 . 

本 节 以 极限 为 工具 去 认识 函数 的 连续 性 . 首先 介绍 连续 性 的 概念 ;然后 讨论 函 
数 的 不 连续 , 即 间 断 ; 最 后 介绍 连续 函数 的 性 质 . 
1. 6.1 连续 的 概念 

变量 的 增 量 (increment) 

为 了 描述 连续 性 的 数量 特征 , 先 引 入 变量 增 量 的 概念 . 

设 函 数 y= 了 f(z) 在 点 zo 的 某 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 x 在 re 附近 取 值 时 , 称 
Z 一 Zo 为 自 变量 x 在 xze 处 的 增 量 , 记 为 





AXx=Xx— xto. (1.10) 
称 相应 的 函数 值 之 差 f(x) 一 f(zxo) 为 函数 f(x) 在 x 处 的 增 量 , 记 为 
Ay= f(x)— /fro). (1.11) 


Ay=f (zotAz)— f(xo). 
例 1 设 函 数 y=z? 一 zx. 试 计算 在 zo 二 2 处 ,Azx 一 0.1,0.01 时 ,相应 的 函数 增 
量 Ay. 
解 ” 当 给 zx。 以 增 晤 Az 时 ,相应 的 函数 增 量 为 


Ay 王 [(zo 十 Az) 一 (zeo 十 Az)] 一 (Cz4 一 Zo0) 一 Az(2zo 十 Ar 一 ]) 9 


所 以 在 zo 一 2 处 ,Ay 二 Ar(2X2 十 Az 一 1) 二 Ax (3 十 Ax)， 

当 Az 一 0.1 时 ,Ay=0.1(3 十 0.1) 一 0. 31; 

当 Az= 一 0. 01] 时 ,Ay=0.01(3 十 0.01) 一 0. 0301. 

可 见 ,对 函数 y=z* 一 z 而 言 , 当 Az 变化 时 ,相应 的 Ay 也 要 变化 . 且 Az 越 小 ， 
Ay 也 越 小 ,以 至 Az 一 0 时 ,Ay 二 Ar(3 十 Ax)_>0. limAy=0 正 是 连续 函数 所 具有 
的 数量 特征 . 
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连续 (continuity) 的 概念 

首先 给 出 函数 在 某 点 连续 的 定义 . 

定义 1 设 函 数 >=(z) 在 点 ze 及 其 附近 有 定义 ,Az,Ay 分 别 如 (1. 10)， 
(1.11) 所 示 . 若 


limAy 一 0， 7 
Ar 一 ”0 


Naraz) 上 一 -一 一 了 了 
则 称 函 数 y= 二 了 f(x) 在 点 x。 处 连续 . f(x) 一 
几何 直观 地 看 ,连续 函数 的 图 像 是 一 条 ! | 


连绵 不 断 的 曲线 (如 图 1.7), 可 以 一 笔画 出 ， 
没有 跳跃 ,没有 间断 . 
由 (1.10) 式 知 ,Azx->0 等 价 于 xz->xo; 由 
(1.11) 式 知 ,Ay>0 等 价 于 f(z) 一 f(zxo). 因 
此 对 函数 在 点 zo 处 连续 ,有 如 下 第 二 个 等 价 定义 ， 
定义 2 设 函 数 y= 二 f(z) 在 点 zo 及 其 附近 有 定义 . 若 


limf (x)= f(zx0), (1. 12) 
xo 





则 称 函数 y= xz) 在 点 zo 处 连续 . 

比较 上 述 两 个 定义 ,定义 1 从 几何 直观 的 角度 描述 了 连续 函数 的 特征 ;定义 2 
则 便于 解析 地 对 连续 函数 进行 数量 分 析 , 并 有 利于 对 连续 函数 求 极限 . 

定义 2 中 ,函数 在 一 点 连续 是 由 极限 式 (1.12) 来 刻画 的 ,由 于 zx， 包括 了 
zz 和 zz 两 种 情形 ,相应 的 连续 也 就 有 左 连续 和 右 连续 . 

定义 3 设 函 数 y= 了 (zx) 在 区 间 (zo 一 6,zo) (6>0) 内 有 定义 , 若 


lim f(x)= f(zo), 


ZX 


则 称 f(x) 在 zx。 处 左 连续 . 

读者 可 仿 此 自行 定义 f(x) 在 zx。 处 右 连续 . 

根据 本 章 1. 3 之 定理 ,立即 可 得 ， 

定理 1 函数 f(z) 在 xo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 在 x 处 左 , 右 连续 . 

由 函数 在 一 点 连续 可 进一步 推出 函数 在 区 间 内 连续 的 概念 . 

定义 4 若 函 数 f(z) 在 开 区 间 (a,6b) 内 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 函 数 f(x) 在 开 
区 间 (e ,2) 内 连续 ; 若 函数 f(z) 在 开 区 间 (a,6) 内 连续 , 且 在 x 二 4 处 右 连 续 ,在 x= 
6b 处 左 连续 , 则 称 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 . 

车 函数 f(z) 在 区 间 7 内 连续 , 则 称 f(x) 为 区 间 7 内 的 连续 函数 ,并 称 区 间 7 
为 函数 f(z) 的 连续 区 间 . 

例 2 证 明 y=sinx 是 (一 co ,十 cc) 内 的 连续 函数 . 

证 明 任 取 zoE (一 ce, 十 co), 要 证 sinx 在 z 处 连续 ,根据 定义 2, 只 需 证 明 








limsin 工 一 Sinzo。 


TO 















































十 这 .一 Xz XTX 十 Xo . 并 一 To 
因为 ”|sinz 一 sinzo| 一 2 cos 一- 2 sin 3 2| 一 2 cos 一 了 sin 一 < 二 
x . 
21sin 一 .由 于 x 一 zo 时 ,充分 小 , 故 sin = 7 <|: 2 ,所 以 
一 z 
sine sinz | <2 1 5 "| 一 zx 一 zol 





显然 ,xX 一 zo 时 |x 一 xo| 任 意 小 ,从 而 |sinz 一 sinzo | 任意 小 , 即 


limsinzx = sinzo. 


To 


可 见 ,sinz 在 点 xo 处 连续 . 由 于 ze 是 区 间 ( 一 oo0, 十 0) 内 的 任意 一 点 ,所 以 sinz 在 
区 间 ( 一 co ,十 ce ) 内 连续 . 
在 1.3 例 5 之 后 兽 提 到 , 若 了 (x) 为 基本 初等 函数 , 则 limf (zx)=f (x0) ,这 里 zo 


为 (zx) 定义 域内 的 任意 点 . 所 以 ,基本 初等 函数 在 其 定义 域内 连续 . 
1.6.2 国 数 的 间断 点 (point of discontinuity of function ) 


为 了 更 深刻 地 理解 连续 函数 的 概念 ,下 面 讨论 函数 的 不 连续 , 即 间断 . 

从 函数 在 点 z 处 连续 之 定义 2 可 以 分 析出 函数 在 zs 处 连续 有 3 个 必要 条 件 ， 
1) f(z) 在 点 ro 及 其 附近 有 定义 ; 

2) limf(z) 存 在 ， 


3) limf (x)= /f(x0), 


若 函 数 f(x) 在 xo 处 不 满足 上 述 3 个 必要 条 件 中 的 任意 一 个 , 则 称 f(z) 在 xz， 
处 间断 (discontinuity) ,并 称 z 为 zz 的 间断 点 . 
Z 十 2, 工 之 0 、 
例 3 讨论 函数 y= 在 zxo=0 处 的 连续 性 . 
ZX—2,7X<0 
解 因为 lim y= lim (z 十 2) 一 2， 
lim y= lim (z 一 2) 一 一 2， 


而 /C0) 一 2, 所 以 函数 在 m 一 0 处 右 连续 ,但 不 龙 连续 ,从 而 它 在 如 二 0 处 不 连续 
(图 1. 8). 
我 们 称 这 种 函数 在 x。 处 的 左 、 右 极限 存在 但 不 相等 的 间断 点 为 跳跃 间断 点 . 


例 4 讨论 函数 y= 二 在 z 一 ] 处 的 连续 性 


解 函数 在 z=1 处 无 定义 , 故 它 在 z=1 处 不 连续 (图 1. 9). 
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图 1.8 图 1.9 
但 lim lim(Cz+1) 一 2, 若 我 们 补充 函数 在 xz 一 1 处 的 定义 y=2, 则 新 函 
TT—] 一 rl 
数 
(i zl 
y 二 zx—1 
2 二] 
在 x 一 1 处 是 连续 的 . 


Ix1,z 关 0 
例 5 sie 在 z 一 0 处 的 连续 性 
2 


解 由 于 limy 一 limlz|=0, 而 /CO)= 伺 ,limy 天 /0), 故 yz) 在 z 一 0 处 
不 连续 (图 1. 10). 车 改变 函数 在 x 二 0 处 的 定义 , 令 y 二 0, 则 新 函数 y=|z| 在 z==0 
处 连续 . 

以 上 两 例 间 断 点 的 共同 特征 是 
limf(z) 存在 ,但 f(zo) 不 存在 或 


limf (xz) 二 4 天 jzo) , 称 这 类 间断 点 为 可 


去 间断 点 . 若 zo 为 A(z) 的 可 去 间断 点 ， 
那么 只 要 以 f(x) 在 z 的 极限 值 来 定义 
或 代替 f(z) 在 zo 的 函数 值 ,函数 F(z) 在 
zo 处 就 能 变 间 有 断 为 连续 . 

可 去 间断 点 和 跳跃 间断 点 统称 为 第 一 类 间断 点 . 第 一 类 间断 点 的 整 本 特征 是 
函数 在 点 zx 的 左右 极限 都 存在 . 

函数 的 其 他 形式 的 间断 点 , 即 函 数 在 点 z 处 至 少 一 侧 的 单 侧 极限 不 存在 的 间 
断 点 ,统称 为 第 二 类 间断 点 . 

例 6 函数 >=1/ 习 在 z=0 处 无 定义 , 故 间断 .由 于 z->0 时 , 它 的 左右 极限 





图 1.10 
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不 存在 , 故 z=0 为 y=1/z? 的 第 二 类 间断 点 . 
函数 y==sin(1/zx) 在 z=0 处 显然 也 是 第 二 类 间断 . x 一 0 时 ,sin(1/z) 在 一 1 与 
1 之 间 无 限 振 荡 , 故 极限 不 存在 . 


1.6.3 连续 函数 的 性 质 与 初等 函数 的 连续 性 


由 极限 的 四 则 运算 法 则 可 推出 如 下 定理 : 

定理 2 若 函 数 f(x)、g (x) 在 xo 处 连续 , 则 它们 的 和 差 f(x) 土 g (x)、 积 
f(z) "g(x) 在 x 处 均 连续 , 且 当 g(xo) 隐 0 时 ,它们 的 商人 如 在 z 处 也 连续 

由 极限 的 定义 可 推出 下 面 的 定理 (证 略 ): 

定理 3 设 y=f/(w),u 一 g(x) 可 构成 复合 函数 y= FLo(z)]. 若 zx 一 p(z) 在 mm 
处 连续 , 且 y= 二 =f(w) 在 w==qlxo) 处 连续 , 则 复合 函数 y 二 f[g(x)] 在 xo 处 连续 . 

定理 3 除了 表明 函数 的 复合 对 连续 具有 “传递 性 ”外 ,对 于 复合 函数 求 极限 还 
有 极 大 的 帮助 . 在 该 定理 之 下 ,有 

lim fl¢ zr) J limf G0)= fu)= [limgz)] ， 


即 
limf[Ly(z)]= fllimgz)] ， (1. 13) 


(1. 13) 式 表明 :对 连续 函数 求 极限 时 ,极限 符号 和 连续 函数 符号 可 交换 顺序 . 


例 7 求 lim cos(Cr 一 z2)， 
AT 


解 ”cos (x 一 zxz’) 可 看 作 由 函数 cosu 与 x 一 xz? 复合 而 成 . x 一 zx? 在 x 二 MX 处 连 
续 ,w 二 x 一 MR 二 0 时 cosu 在 w 连续 , 故 由 (1.13) 有 


lim_cos(r 一 Z2) 一 cos( lim (x—zx’))=cos0=1], 
-人 Te 一 AT 


下 


事实 上 ,将 定理 3 中 复合 函数 的 内 函数 pCx) 在 zo 处 连续 的 条 件 降 低 -一 点 , 定 
理 的 结论 仍然 是 成 立 的 . 我 们 不 必要 求 pg(z) 在 xo 处 连续 ,只 要 求 mm 是 wz) 的 可 去 
间断 点 ,同时 外 函数 f(w) 存 uo 一 limp(z) 处 连续 , 则 等 式 (1.13) 依 然 成 立 . 这 就 是 
说 仍然 可 用 等 式 (1. 13) 来 求 复合 函 数 的 极限 . 

(1. 13) 式 不 仅 对 ~~za 适合 ,可 以 证 明 它 对 于 rcoyz> 一 co 及 zzz 也- 
是 适合 的 . 

例 8 求 极限 


.ln(1+x) . sinz 
nN 


1 
解 (a) 由 了 中 二 可 一 jn(1 二 xz): 及 对 数 函 数 的 连续 性 ( 见 定理 4), 有 
ji tz) 


Te0 多 











=limln (1 +z)*=In[lim(1+z)+]=Ine= 1; 


sinz 


(by 由 于 lim 一 一 一 0, 所 以 
Z 十 cc XT 
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lm_ 2 sine _ |/ Jim 2 sinz __ 0 一 /了 
下 面 讨论 初等 函数 的 连续 性 . 若 将 本 节 例 2 后 面 的 结 论 归纳 为 定理 ， 则 有 : 
定理 4 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 连续 . 
根据 初等 函数 的 构造 方式 及 定理 2 至 定理 4, 紧 接着 有 : 
定理 5 初等 函数 在 其 定义 域内 连续 . 

于 是 , 若 ze 是 初等 函数 f(z) 的 定义 域内 的 点 , 则 求 z 一 zo 时 f(z) 的 极限 时 ， 

便 有 limf(z)=f(zxo). 





1 ln(1 二 zx*) 
例 9 求 lim CosT 





解 ” 由 于 初等 函数 F(z) = 2 十 王 ) 在 zx 一 0 处 有 定义 , 故 





ji hae) _ pc0) lal+0°) 


zz co cos0 
最 后 ,给 出 阅 区 间 上 连续 醒 数 的 3 个 重要 性 质 ， 
定理 6 中 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 有 最 大 值 M 与 最 小 值 m; 四 闭 区 间 上 的 连 
续 函 数 必 取 介 于 M 和 m 之 间 的 任何 值 ; @ 闭 区 间 上 的 连续 函数 必 有 界 ， 


思 考题 


1. 变量 的 增 量 一 定 大 于 零 吗 ? 

2. 设 男 数 f(z) 在 xo 处 有 定义 , 则 zx->zo 时 Fr) 极限 存在 与 7 在 Zo 处 连 
续 之 间 的 关系 如 何 ? 

3 并 数 F(z) 在 一 点 连续 的 几何 意义 是 什么 ? f(z) 在 某 区 间 内 连续 的 几何 意 
义 又 是 什么 ? 

4 求 y 二 于 一 的 间断 点 ,并 分 别 指出 它们 的 类 型 

5. 定理 6 的 结论 1) 对 开 区 间 上 的 连续 函数 还 送 和 会 吗 ?你 能 否 举 例 说 明 . 


思考 题解 答 


上 不 一 定 .客观 地 说 , 增 量 应 称 为 改变 量 . 
2. 前 者 是 后 者 的 必要 条 件 ,后 者 是 前 者 的 充分 条 件 . 

3， f(x) 在 zo 连续 , 则 Az 一 0 时 ,Ay>0CAzr、Ay 分 别 如 (C1.10),(1.11) 式 所 
示 );f(zx) 在 某 区 间 内 连续 , 则 y 一 f(z) 的 图 像 在 该 区 间 上 是 一 条 迁 绵 不 断 的 曲线 ， 
4 间断 点 x 二 kx,kEZ. 当 =0 时 ,为 第 一 类 问 断 点 ， ; 当 上 为 其 他 值 时 ,为 第 

类 问 断 点 . 
5. 不 适合 . 如 画 数 y 一 1/z 在 (0,1) 区 间 内 . 


一 0. 








习 题 1 
1. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 
(1) yy 一 wz 一 3z 十 2; (2) y=arcsin(tl/x); (3) y 一 lg(Cz 十 1)(Cz 一 4)， 
_ _ lz| _ 用 , z>0 四 
2. 函数 ?一 二 与 y= _1 zx<0 是 否 便 等 ? 
3. 指出 下 列 苑 数 的 定义 域 ,并 求 f(2),f(0) 及 f( 一 2). 
_ lz—2|. 1—7x:,， 一 cc<xz 委 0， 
(1) f(x)= nk (2) f(z) 2 0 二 | 
4. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 及 其 定义 域 . 
(1) y=e”; (2) y=~V1~—7’; 
(3) y=logasr+to; (4) y= sin2x. 
5, 对 于 1 一 6 个 月 的 婴儿 ,由 月 龄 估计 体重 的 经 验 公 式 如 下 ， 
yy 一 3 十 0. 6z， 


其 中 xz 表示 月 份 ,y 是 体重 (kg). 请 指出 该 函数 的 定义 域 ,作出 其 图 像 . 并 据 此 估计 
3 个 月 的 婴儿 标准 体重 为 多 少 . 

6 有 一 间歇 型 的 疙 疾病 人 ,在 其 发 病 后 10 天 内 ,将 其 每 天 的 最 高 体温 记录 于 
下 表 : 













发 病 后 的 天 数 
最 高 体温 (C ) 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 








37.0 37.3 39.7 36.5 40.2 37.0 40.1 37.0 39.3 36.8 


试 在 平面 直角 坐标 系 中 作出 这 些 数据 点 ,并 将 相 邻 的 两 点 用 线段 连接 起 来 . 观察 作 
出 的 图 形 ,该 病人 的 间歇 热 有 什么 规律 ? 
7. 判别 下 列 函 数 的 奇 . 偶 性 ， 


4 
(1) y=—3sinr— zs (2) y= 一 x1; 
(3) J (4) y 一 cos (xr/2). 


8， 函数 > 一 cos?z 是 否 是 周期 函数 ? 若是 , 求 出 其 周期 ， 

9. 函数 y==x' 在 (一 oo, 十 0) 内 有 界 吗 ?在 (一 co, 十 oo) 内 的 任 一 闭 区 间 [a,65] 
上 有 界 吗 ? 

10. 将 方程 lgCzx 十 1) 十 lg(y 一 1)=2 中 的 隐 函 数 化 成 y= f(x) 的 形式 . 

11. 试 将 下 面 各 组 函数 复合 为 一 个 函数 ,并 指出 其 定义 域 ; 


(1) yy 一 Ineyx 一 性 一 1 (2) y= ,u—=arcsinv,vy=~M Zz. 
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12. 分 析 下 列 复合 函数 的 结构 : 
(1) y 一 e ”; (2) y=lncos (zx:+~V x ); 





(3) y 一 2Gz- (4) y=3 W Fl Htan(3 上 十 cos5 Vr)], 
13. 证 明 lim 二 不 存在 
14. 求 下 列 极限 : 




















. 了 工 . im tl, 
二 32 一 1 Lett 
(3) Jim anr Fon 1’ (4) 1 ; 
(5) lim YE—2, (6) lim Hetanz, 
zx*16 x 一 4 Te 十 co zt 
ot 加 四 | 记 写 放 
15. 求 下 列 极限 ; 
GD lim ap 0 (2) lim ta 0; 
(3) lim ECtanz (4) lim -一 全 一， 
0 ty 1—cosz 
. 开 
xX 
(5) lim SC 十 Az 7 一 cosz (6) lim2 
Az-*0 x COSX 
16. 求 下 列 极限 : 
. 2 E93 . x 37 一 3 
om 
. ln(1 十 xz) 。 ， | 2 二 31 
(3) lim z "0; (4) lim 2zx 十 1 
1/zyz<<0 
17. 设 f(z)==4x,0 志 7 过 1, 试 求 f(x) 在 x 二 0 及 z==1 处 的 左 、 右 极限 . 
2,1 委 Z<<2 
18. 指出 下 列 变量 在 指定 过 程 中 是 无 穷 小 量 还 是 无 穷 大 量 ,并 说 明理 由 ， 
(1) fm)=2n: 十 1 ,n> 十 oo; (2) f(x)=2 7*—1,r—>0; 


(3) f(z)= 二 3, 当 zx>0 及 zx>3 时; (4) f (2) = rn 





19. z, 开 于 1 和 er 何 时 为 无 穷 小 量 ? 何 时 为 无 穷 大 量 ， 
20. 比较 下 列 各 对 无 小 量 的 阶 ， 


(1) 二， Ey (x—>00); (2) zx’?,sinz (zx—0); 


J 人 十 co) 
“YF VE 


,0<xz<1 
21. 函数 f(z) 一 | 4S7S1 
2 一 z,1<z<3 





, 求 f(1 十 0) 及 FI 一 0). 当 wx 取 何 值 时 , f(x) 











在 zx=1 处 连续 ? 
22. 求 下 列 函 数 的 连续 区 间 ,并 求 极限 ; 
(1) f(x)=ln(2—x), limf (x); 
(2) f(z)=tan| 2z 十 亚 | ， limf (x); 
l,imf(x). 


23. 求 下 列 函 数 的 间断 点 ,并 指出 其 类 型 ， 


(3) f(z)= 


_ x4 一 二 
(1) ya (2) y= (1 二 Tx)z; 
(3) y= (4) 17 题 中 的 f(z). 





24. 许多 肿瘤 的 生长 过 程 可 用 下 面 的 函数 描述 : 
V=Voet i-e", 


其 中 VV 表示 t 时 刻 的 肿瘤 大 小 (体积 或 重量 ),V 为 开始 观察 (==0) 时 肿瘤 的 大 小 ， 
a 和 4 是正 常数 . 试 分 析 服 从 该 生长 规律 的 肿瘤 是 否 会 无 限制 地 增 大 . 

25. 周期 性 给 药 是 临床 常用 的 给 药方 式 . 在 周期 性 给 药方 式 下 , 若 按 固定 的 时 
间 间 隔 + 静 脉 注射 相同 剂量 DD 的 某 药 , 则 在 第 一 次 给 药 后 , 血 药 浓度 C 将 升 到 一 个 
最 高 值 Cwwx ,而 后 下 降 , 直 至 下 一 次 给 药 后 又 升 到 一 个 最 高 值 . 已 知 第 ”次 给 药 后 
的 最 高 血 药 浓度 为 





] 一 —nkr 
,n=l,2,3,° 


{Cmax )» = Co 


若 重 复 给 药 进行 下 去 , 血 药 浓度 会 无 限 增 大 吗 ? 





12. 


13. 
14. 


15. 
16, 
17. 
18. 
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习题 1 答案 


、 


. 恒 等 . j 


4 


(2) 定义 域 ( 一 2, 十 00),f(2)=4,f00)=1,f( 一 8)= 一 3. 


(1) y=3lnz, ZE (一 co 十 ce) 


(2) [一 1,1] 上 没有 肥 函 数 ;[0,1] 上 有 肥 消 数 y= 二 M1 ,XE10,1]; 
[一 1,0] 上 有 反 图 数 y= 一 V1 一 x*,z€L 一 1,0j]; 
(3) y=a” ,XE (—%,+to0); 


(4) | 一 至, 亚 | 上 有 反 函 数 y 一 了 arcsinz,zE[ 一 1,1， 


. 定义 域 [1,6]; 图 略 ;y(3) 一 4. 8kg. 
. 该 病人 患 的 是 “隔日 型 " 定 疾 . 
. (1) 奇 明 数 ; (2) 偶 函 数 ; (3) 奇 函 数 ; (4) 偶 函 数 . 


Li 
y 一 2 十 1， 


，(1) y= 一 ln(z: 一 1)zE (一 co 一 1)UCG 十 co); 


(2) y= (arcsin MV x )2,zE[0，,1]. 

(1) y=e’,uU=—Zx; (2) y=lnuyu=cosv v=7x!+ MV; 
(3) y=2*,U—=v ,v= 3T— 7x?; 

(4) y=3 MU m3ui ultanvv—=3+cost,t—5 Mz. 

略 . 

GD) 1; (2) 地; C3) 





1 1 1 1 2 
35 (4) 25 (5) 7 (6) 0; (7) 3» (8) 了 


(1) 万 (2) &; (3) 1; (4) V2; (5) 一 sinz; (6) 1. 

(1) e2 (2) e 3;(3) a; (4) e， 

了 (0 十 0)= 二 0, 了 (0 一 0) 不 存在 ;f(1 十 0)==2,f(1 一 0)==1. 

(1) 无 穷 大 数列 ; (2) 无 穷 小 量 ; 

(3) x 一 0 时 无 穷 小 ,z->3 时 无 穷 大 ; (4) zx 时 无 穷 大 . 


“36。 医学 高 等 数学 








19.z2 在 x->0 时 无 穷 小 ,在 zx 一 co 时 无 穷 大 ; 
下 下 在 z+1 及 zoo 时 无 穷 小 ,x0 时 无 穷 大 ; 
ef 在 z 一 一 c2 时 无 穷 小 ,z-> 十 ce 时 无 穷 大 . 
20. (1) 7 较 二 高 阶 | 
(2) zz 较 sinz 避 阶 ,3) ~ . 
| WA zr ” 


21. f(l+0)=1,f(1—0)=1~—a;a=0. 
f kn Xx 

















1 
(3)《〈 一 co ,一 2) 避 (一 1, 十 co)， 、 
J M2 


23. (1) z 一 2 为 第 一 类 间断 点 (可 去 ),zx==1 为 第 二 类 间 渐 点 ，; 
(2) Xx 二 0 为 第 一 类 间断 点 (可 去 ). 
(3) x 二 kn,kEZ.k==0 时 ,z==0 为 第 一 类 间断 点 (可 去 );k 关 0 时 ,x 二 kn 
为 第 二 类 间断 点 ;7 二 kx 十 也 ,hEZ 为 第 一 类 间断 点 (可 去 ). 
(4) x 二 1 为 第 一 类 间断 点 (跳跃 );z=0 为 第 二 类 间断 点 . 
24. 不 会 . 理论 上 极限 值 为 lim V=Voer. 
Co 


1 — et" 





25. 不 会 . lim 《Cmax ) 1 — 





函数 的 导数 与 微分 


导数 与 微分 是 微分 学 的 基础 概念 和 基本 组 成 部 分 . 微分 学 的 基本 内 容 就 是 系 
统 地 研究 函数 y= 7) 是 如 何 随 自 灾 量 变化 的 ， 让， 人 
了 导数 与 微分 的 概念 . 导数 反映 昌 





单 地 揭示 出 复杂 的 函数 特性 ; 证 庆 分 则 者 大 当 自 三 丰 伍 小 芋 化 时 ,因数 组 对 
变化 的 近似 表示 . 
-化 且 巡 众 农 


本 章 主要 介绍 导数 与 微分 的 概念 及 其 运算 法 则 ,从 而 解决 初等 函数 的 求 导 问 
题 . 至 于 导数 的 应 用 ,将 在 本 书 下 一 章 讨论 . 


2.1 导数 的 概念 
2.1.1 导数 概念 的 引信 


导数 概念 来 源 于 实际 中 的 变化 率 问题 . 我 们 不 妨 先 考 察 两 个 具有 实际 意义 的 变化 
率 问题 :速度 问题 和 切线 问题 . 这 两 个 问题 在 历史 上 都 与 导数 概念 的 形成 有 密切 关系 . 
直线 运动 的 速度 
设 某 动 点 沿 直线 做 非 匀速 运动 . 如 何 理解 和 确定 动 点 在 某 一 时 刻 to 的 速度 呢 ? 
设 函 数 ;==f (2) 表示 动 点 在 时 刻 t 所 在 的 位 置 ( 称 之 为 位 置 函 数 ). 首先 取 从 i 
到 4 这 样 一 个 时 间 间 隔 , 在 这 段 时 间 内 , 动 点 从 位 置 so= Fio) 移 动 到 = rz). 则 动 
点 在 该 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 是 
5 一 2 ff eo) 
t—to t—to “ 
显然 ,时 间 间 隔 :一 i 越 短 ,比值 (2. 1) 在 实践 中 越 能 说 明 动 点 在 时 刻 t6 的 速度 . 当 
t>to 时 ,如 果 (2.1) 式 的 极限 存在 , 取 这 个 极限 , 设 为 v(z0), 即 
= = 


Tio 


我 们 把 这 个 极限 值 v(z。) 称 为 动 点 在 时 刻 如 (是 ) 度 





〈2. 1) 





v(to) = lim 


.37 . 








切线 问题 

设 曲线 C 的 方程 为 y= 二 f(x), 现 在 我 们 讨论 曲线 上 菜 一 点 Mo(zoyyo) (yo 一 
f(zo)) 处 的 切线 问题 (图 2. 1). 

要 确定 曲线 C 在 点 Mo。 处 的 切线 ,只 需 定 出 
切线 的 斜率 即 可 . 为 此 ,在 点 Mo 外 另 取 C 上 一 
点 M(Cz,y), 求 得 割 线 MoM 的 斜率 为 
A AC 

TXo 一 Xo 
其 中 ,gy 为 割 线 MoM 的 倾角 . 当 点 M 沿 曲线 C 
趋 于 点 Me。 时 ,x 一 zo, 制 线 的 极限 位 置 就 是 切 
线 . 如 果 当 zx->zo 时 上 式 的 极限 存在 , 设 为 &, 即 


= lim fz)— f(zro) 


图 2.1 存在 , 则 k 是 割 线 斜率 的 极限 ,也 就 是 切线 的 斜 
率 . 这 里 kt 一 tanaya 是 切线 MoT 的 倾角 . 于 是 ,通过 点 Mo (zxo, yo) 且 斜率 为 的 直 
线 MoT 便 是 曲线 C 在 点 Mo。 处 的 切线 . 


2.1.2 导数 的 定义 与 几何 意义 


导数 (derivative) 的 定义 
从 上 面 讨论 的 问题 可 看 出 ， 非 匀 速 直线 运动 的 速度 和 切线 的 斜率 都 归结 为 极 
限 





tang 








lim HD—f zo) (2. 2) 


zx XXo 
其 中 xz 一 zo。 和 f(x) 一 了 zo) 分 别 是 函数 y=f(zx) 的 自 变量 增 量 Az 和 函数 增 量 
Ay: 
AZz 一 工 一 Zo， 
Ay= f(r)— f(ro)= f(rot Ar)— fro). 
又 zzo 等 价 于 Az-~>0, 故 (2.2) 式 又 可 写 为 
lim 2 或 lim Tet A) = fo) 





在 生物 医学 、 自 然 科 学 及 工程 技术 的 很 多 领域 内 ,这 类 问题 是 广泛 存在 的 , 它 
们 是 具有 不 同意 义 的 变量 的 变化 “快慢 ?问题 ,在 数学 上 就 是 所 谓 的 函数 的 变化 率 
问题 . 如 细胞 的 繁殖 率 、 血 药 浓 度 变化 率 、 化 学 反应 速度 、 电 流 强度 、 角 速度 、 线 密度 
等 等 ,都 可 归结 为 形 如 (2. 2) 的 数学 形式 . 变化 率 在 数学 上 就 是 导数 . 

定义 1 设 函 数 y 二 f(z) 在 点 zm 的 某 邻 域 内 有 定义 , 当 自 变量 二 在 处 取得 
增 量 Az( 点 ze 十 Az 仍 在 该 邻 域内 ) 时 ,函数 y 取得 相应 的 增 量 Ay= /zu 十 Az) 一 


f(zo). 如 果 增 量 比 六 的 极限 
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Ay 1 frotAr)— f(ro) (2. 3) 


Ar=zy AX A 人 A 工 


存在 , 则 称 函 数 y= 7 (在 点 加 处 可 导 ， 并 称 此 极限 值 为 函数 ?一 .xz) 在 xo 处 的 导 
数 , 记 为 
{Xe 办 2X, 办 _ 
f' (x0) 或 y | 或 中 | + 站 x 4 :1 


盟 数 y= 了 (x) 在 zo 处 可 导 有 时 也 可 说 成 是 f(x) 在 点 ze 具有 导数 或 导数 存 
在 . 

根据 导数 定义 , 动 点 在 4 时 刻 的 瞬时 速度 v(t) 即 是 其 路 程 函 数 /4) 在 坟 处 的 
导数 广 (o) ;曲线 y=/(z) 在 点 x 处 的 切线 斜率 就 是 (zx0). 

如 果 极限 (2. 3) 不 存在 ,就 说 函数 y=/(z) 在 点 r 处 不 可 导 . 如 果 不 可 导 的 原 
因 是 由 于 Ar~>0 时 , 比 式 全 -co ,为 方便 起 见 ,也 称 函数 y=/(z) 在 点 xn 处 导数 
为 无 穷 大 . 

由 于 Az 可 正 可 负 ,Az-*0 包括 了 两 种 情形 :Az 一 0- 和 Az->0+ ,相应 的 导数 也 
就 有 左 导数 和 右 导 数 . 

定义 2 设 函 数 y= 了 (zx) 在 点 ro 的 菜 左 邻 域 (zo 一 86,zxo) (68>0) 内 有 定义 , 若 
左 极限 





f(zo 十 Az) 一 f(xo) 


Ar 


lim 

存在 , 则 称 函 数 y 王 了 (Xx) 在 点 xo 处 左 可 导 ,并 称 此 极限 值 为 函数 y= f(x) 在 点 z。 
处 的 左 导 数 , 记 为 请 -(zo) , 即 

ff’ (ro) = lim 


Arm0 
同 理 ,可 定义 函数 y= 了 f(x) 在 点 zo 处 右 可 导 , 及 右 导 数 ， 


户 ，(zo) = lim + SD Ly 


函数 的 左 导数 与 右 导 数 统称 为 章 侧 导数 (derivative on one side). 

以 上 介绍 了 函数 在 一 点 处 可 导 . 如 果 函 数 y= f(z) 在 开 区 间 了 内 的 每 一 点 处 
都 可 导 , 则 称 函 数 /(x) 在 开 区 间 7 内 可 导 . 这 时 ,对 区 间 了 内 的 每 一 个 z, 都 有 f(x) 
的 确定 的 导数 值 (x) 与 之 对 应 ,这 样 就 构成 了 一 个 新 的 函数 y= (zx) ,rel. 我 
们 称 该 函数 为 (x) 的 导 函 数 , 记 为 ,f(z), 开 , 或 (2, 即 

1) = lim f(z + Az) ~ f(z) 


人 六 








f(zo 十 Az) 一 f(xo) 
AZ 。 








TET. 


如 果 函 数 y= 了 (z) 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 , 且 在 z=a 处 右 可 导 , 在 x 二 6 处 左 
可 导 , 则 称 函 数 y=/(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 可 导 . 

显然 ,函数 f(x) 在 点 ze 处 的 导数 f(zo) 就 是 导 函 数 (x) 在 点 + 二 z。 处 的 函 
数值 . 一 般 地 ,我 们 把 导 函数 了 (x 简称 六 导数 ,而 了 (xo) 是 f(z) 在 点 xz, 处 的 导数 
或 时 函 并 也 (z) 在 ao 处 的 值 . 
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根据 导数 定义 可 求 一 些 简单 函数 的 导数 ,其 步骤 可 归纳 如 下 : 
(a) 求 增 量 Ay= 二 f(z 十 Ax) 一 f(z); 


ea 7z 十 Az) 一 7Cz) ， 
(b》 求 增 量 比 公 和 





《c) 求 极限 y =lim A 
例 1 根据 导数 定义 求 函数 >= ~/z (z>0) 的 导数 ,并 考察 它 在 点 z=0 处 的 
导数 . 
解 z>0 时 ,根据 由 导数 定义 求 导 的 三 步骤 ,有 
Ay 一 wz 十 Az 一 WA 
Ay_ Vz+Ar—Mr 1 
Ar Arz wz 十 Az 十 WE 








了 一 lim A = lim 1 


1 
oAr M0 /TFATHA/T 2 





即 





] 
(Vx)'= ,(X>0)， 
Vi 


考察 y 二 ~/z 在 点 x=0 处 的 右 导 数 ， 


ry 
刀 (0) = im, -二 二 十 co， 

所 以 y==M x 在 点 x=0 处 不 可 导 ， 

同 例 1 之 理 , 可 求 得 一 些 基 本 初等 函数 的 导数 ( 详 见 2. 2). 

导数 的 几何 意义 

由 切线 问题 和 导数 的 定义 知 ,几何 上 ,函数 fx) 在 点 x。 处 的 导数 六 (xo) 就 是 
函数 y 二 f(x) 所 表示 的 曲线 在 点 (x6,f (xo)) 处 的 切线 斜率 即 f(z0) 一 tana, 这 里 w 
是 曲线 >= jz) 在 点 (zo,jzo)) 处 的 切线 与 z 轴 正 向 的 夹 角 ( 图 2. 1)， 

如 果 y 一 /(z) 在 点 zo 处 的 导数 为 无 穷 大 ,这 时 曲线 y= f(z) 在 点 (zo, f (zo)) 
处 具有 垂直 于 x 轴 的 切线 . 例 1 中 ,曲线 y=Mz 在 z=0 处 的 切线 就 是 y 轴 . 

根据 导数 的 几何 意义 并 应 用 直线 的 点 斜 式 方程 ,可 知 曲线 y 二 f(z) 在 点 Cx， 
f(zo)) 处 的 切线 方程 为 

yy— y= fro x ~ ro); 


如 果 凡 (zu) 天 0, 法 线 的 斜率 为 一 万 e ,从 而 法 线 方程 为 


yl 
> 0 一 Fz) Xo). 


例 2 求 抛物 线 y=x? 在 点 (2,4) 处 的 切线 方程 及 法 线 方程. 
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解 ” 先 求 导数 . 由 导数 定义 ,有 
2 
m (z 十 Az) 一 安 lim 2F 二 = lim (2z 十 Az) 一 27， 


1 一 1 
了 lim Az Az-0 


即 
(zx’)'=2x. 
所 以 抛物 线 y=z? 在 点 (2,4) 处 的 切线 斜率 是 二 y |,-, 二 2x|;-; 二 4, 切 线 方 
程 是 
y—4=4(x—2)， 
即 
yy 二 4zx 一 4. 
法 线 斜 率 是 忆 一 一刀 一 一 二 ,法 线 方程 为 
?一 4 一 一 十 (z 一 2)， 
即 


yy 一 一 六 zx 十 也 ， 
2.1.3 芳 数 的 可 导 性 与 连续 性 的 关系 


可 导 性 与 连续 性 是 函数 的 两 个 局 部 性 质 ,它们 之 间 具 有 的 关系 如 下 ; 
设 函 数 y=f(z) 在 点 处 可 导 , 即 


lim N= (7) 
存在 . 由 具有 极限 的 函数 与 无 穷 小 量 的 关系 知 

A , 

=f (zx)+a, 
其 中 4 是 Ar 一 0 时 的 无 穷 小 量 . 上 式 可 变 为 

Ay=f (x)AzrtaAzx. 
可 见 ,Azx->0 时 ,Ay0. 这 就 意味 着 函数 在 点 Z 处 连续 . 所 以 ,如果 函数 在 点 x 处 可 
导 , 则 函数 在 该 点 必 连 续 . 
另 一 方面 ,一 个 函数 在 某 点 连续 却 不 一 定 在 该 点 可 导 . 现 举例 如 下 . 


例 3 如 图 2.2 所 未 本数 =|z|=|”” > 
z+ 一 0 处 连续 ,但 在 该 点 却 不 可 导 . 这 是 因为 它 在 该 点 的 左 、 


右 导 数 不 相 等 





A ,一 Ax 
lim 之 一 lim = 人 =—1, 
arro-AZ 0- Az 
lim SY Jim A 


Aso+ 人 AZ arm0t 人 AT 
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由 以 上 讨论 可 知 ,函数 在 某 点 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 必要 条 件 ,但 不 是 充分 
条 件 . 


思考 是 


1. 如 何 理解 导数 就 是 实际 问题 中 的 变化 率 问题 ， 
2. 用 导数 表示 下 面 的 概念 ， 
(1) 细胞 数 Ni) 的 早 殖 率 ; 
(2) 药物 浓度 CC) 的 变化 率 . 
3， 导数 的 定义 式 (2.3) 也 可 取 不 同 的 形式 ,常见 的 有 :， 
Heth Le, 








(1) 万 (zx0) =lim 
(2) f* (x0) = tim TOA, 
lim Xo 
你 知道 这 是 为 什么 吗 ? 


4. 如 果 函 数 y 二 A(x) 在 点 zo 处 不 可 导 , 能 否 说 曲线 y 二 f(x) 在 鳄 (Cro, f(ro)) 
处 一 定 没有 切线 ? 


思考 题解 答 


1， 导数 概念 就 是 函数 变化 率 这 一 概念 的 精确 描述 . 它 搬 开 了 自 变 量 和 函数 变 
量 的 各 种 具体 意义 ,纯粹 从 数量 的 角度 来 刻画 变化 率 的 本 质 :函数 变量 增 量 与 自 变 
量 增 量 之 比分 是 函数 变量 在 以 Xo 和 zo 十 Ax 为 端点 的 区 间 上 的 平均 变化 率 , 而 导 
数 y |--= 则 是 函数 变量 在 点 zo 处 的 变化 率 ， 它 反应 了 函数 变量 在 zo 处 随 自 变量 
的 变化 而 变化 的 快慢 程度 . 

2. (1) N’'G); (2) C0). 

3. (1) 令 有 hh==Ax 可 得 ; (2) 令 z=xzo 十 AX 可 得 . 

4. 不 一 定 .参见 导数 的 几何 意义 及 例 】 


2.2 基本 导数 公式 


2.1 节 中 的 定义 1 不 仅 定义 了 导数 是 什么 ,同时 还 给 出 了 一 种 求 导数 的 方法 . 
我 们 已 在 2. 1 节 中 归纳 出 了 求 导 的 一 般 步 又， 本 节 将 借 此 求 得 几 类 基本 初等 函数 
的 导数 ,并 且 这 些 结果 可 在 其 他 函数 的 求 导 中 作为 公式 应 用 . 


例 1 求 常数 函数 f(x) 二 CCC 是 常数 ) 的 导数 . 
解 f(x)=lim fst fe CC 
~ 四 Arz 





C 一 0. 
例 2 求 暴 函数 f(z)=zx*(n 为 正 整 数 ) 的 导数 . 
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解 ” 先 求 f(x) 二 xz” 在 z=a 处 的 导数 : 
二 ]im(x” 1 十 az 十 十 ar 一 az 1， 


Ta 


把 以 上 结果 中 的 a 换 成 xz 得 六 (rz) 二 nz"!, 即 得 


(x") = nr”, 
对 于 一 般 的 需 函 数 f(z) 二 =x"(a 为 任意 常数 ) ,有 
(ze = aze-1， 


这 就 是 舌 函 数 的 导数 公式 (关于 它 的 证 明 参 见 2. 3. 2 节 例 9). 利用 这 个 公式 可 以 方 
便 地 求 出 睾 函数 的 导数 ,如 ; 当 a 一 过 时 ,y 二 zi 二 Mz (x 之 0) 的 导数 为 





(VI) = (riy = 2 = pr 
即 
广 一 1 
( )' 二 9 
Vz 


这 就 是 前 面 例 1 中 的 结果 . 
当 a 一 一 1 时 ,y=z 一 六 (z 天 0) 的 导数 为 


( 工 
z 





) = (rx) = (~ zr! = ri, 


即 


例 3 求 正弦 函数 f(x)=sinx 的 导数 . 
7 |， jz 十 Az) 一 rz) Sin(Z 十 Az) 一 sin 妆 
解 f(z)=lim Ax =lim Az 
Ax 


Az、， 
。2cos (Zz 十 2 )sin 2 | 





_ fl1 

=lim[ 志 

. Ax 

Az) .2 ) 

2 ”和 
2 








二 ]im |cos(x 十 
Ar=-0 


sin( 人 SE) 





= limecos (z 二 笠 ) 。jim 
Ar 一 0 2 Ar—0 


2 


==cosx， 
即 
(sinz) =cosx. 
同 理 
(cosZ) = —sinz. 


例 4 求 指数 函数 三 z) 一 ax(a>0,a 尖 1) 的 导数 ， 
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Z 二 Ar _ 


























解 /lin ln ln 
a 
站 ba 1 I 
f' (rz)= a” lim pe = alna lim m= alna ic 一 alna， 
即 
(a”)’=a’lna. 
特别 地 ， 
(e*)’=e’. 
例 5 求 对 数 函 数 f(x)==logs。x(a 之 0,a 关 1) 的 导数 . 
解 ” 记 (z) 一 1 m 大吉) 一 f(x) lim logs (z+ Ax)—logaz 
Ar—=0 Az 
1 | ll Az|j |_1 [Tl Arx 
el 1+ 人 z 2| J=iim[i ” 十 Zz )] 
z . Az 1 总 
= 二 limlogs(1 十 全) 过 一 上 lo [im(i+ 生 | 
-十 log e 一 1 
“ lna 
即 
__l1 
(logsz) = ne 
特别 地 ， 
(lnz)' 一 土 . 
x 
以 上 几 个 初等 函数 的 导数 可 作为 求 导 公式 记 住 , 以 便 在 求 较 复杂 的 函数 的 导 
数 时 直接 应 用 . 


1. 万 (zo) 与 CCzo)) 是 否 代 表 相 同 的 意思 ? 为 什么 ? 
2. 试 推 导 以 下 函数 的 导数 : (1) cosz; (2) lnzr， 


思考 题解 答 


1 三 (ro) 是 J(z) 在 zo 处 的 导数 , 即 了 画 数 的 导 函 数 万 (z) 在 zo 处 的 值 ; 而 
f(zo) 是 常数 , 故 (f(zx0))' 二 0， 


2. (1) 参见 本 节 例 3; (2) 参见 本 节 例 5. 
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2.3 ”函数 的 求 导 法 则 


前 面 我 们 根据 导数 的 定义 , 求 出 了 一 些 简 单 函 数 的 导数 .但 对 于 比较 复杂 的 函 
数 ,直接 根据 定义 求 导 往往 是 很 困难 的 . 本 节 将 建立 一 系列 求 导 法 则 ,以 使 对 一 般 
初等 函数 的 求 导 更 为 方便 . 


2.3.1 池 数 的 和 、 差 积 、 商 的 求 导 法 则 


本 节 介绍 函数 的 和 、 差 . 积 . 商 的 求 导 法 则 . 
函数 的 和 、 差 的 导数 
定理 1 如 果 函 数 zx(z) 及 v(z) 在 点 工具 有 导数 w(z) 及 wz), 则 zz) 
士 zCZz) 在 zz 处 可 导 , 且 
[u(xz) tv (zx) =u (rz) tv' (x). 


证 设 f(z)==w(zx) 十 v(z), 则 根据 导数 定义 有 
f(z)=lim {eta /a) 


-ia Leet A tute tae Ax)]— [u(r) tv(x) 


&CZ 十 AZz) 一 5&(Z) 加 
-ia[ Arz 十 Ax ] 








= lim 
Ar—-0 
~—u (zx)+v' (zx). 
这 表明 函数 (xz) 十 v(x) 在 点 工 处 仍然 可 导 , 且 有 等 式 


f (x)=u (zx) tv (Cx), 





Uz Ar)—u(r) 十 lim 2 人 (Z 十 Az) 一 w(Z) 
Arz Ar-w0 人 并 


即 
[ulz)+v(r)) =u (x) tv' (rz). 
同 理 不 难得 到 
[uCz)—v (Cr) =u (x)—v (7x). 
定理 1 可 直观 地 表述 为 :两 个 可 导 函 数 和 ( 差 ) 的 导数 等 于 这 两 个 函数 的 导数 
的 和 ( 差 ). 
这 一 法 则 可 推广 到 任意 有 限 个 可 导 函 数 和 ( 差 ) 的 情形 . 下 面 以 三 个 可 导 函 数 
的 和 ( 差 ) 为 例 得 推论 如 下 . 
推论 ”如 果 函 数 x(z),o(z) 及 zw(z) 可 导 , 则 函数 u(ZX) 土 v(x) 土 w(x) 也 可 导 ， 
且 
[ulz)+t vr) +tw tr) = (x) +v Cx) + ww (Cz). 
例 1 函数 Fz)=lgz 一 2* 十 cosz 十 es 的 导数 . 
解 由 定理 1 的 推论 ,有 
f(r)=[lgzr—2+cosrte] = (gr)’ 一 (2z) + (coszy! 十 (e2)/ 











1 z . 
一 TU 2*ln2 一 sin 


函数 的 积 的 导数 
定理 2 ”如果 函 数 xz) 及 ww(z) 在 点 工具 有 导数 zz) 及 (zz)， 则 xz) 
v(x) 在 xz 处 可 导 , 量 
[uCxr) eo vr) = xr) vx) ur) v(x). 
证 设 f(z)=u(z)，v(z), 则 由 导数 定义 得 
， az) * V(X 十 AT)—u(rz) * v(x) 
= lim 人 
Ar+0 大 
jim | Et) ue+Azr) 
es AX 
2 二 ec 一 kez)etz) | 
Arz 
[wz 十 Az) 一 xz)]。，z(z 十 Az) 十 x(Cz)[oCz 十 Az) 一 mn(Cz)7 


二 lm 
Arm=0 Ax 


一 lim | 2+) 。 oz 十 Az) |+ 


2 二 Ge | 
A> 


一 jim ur Ar) u(r) * limv (zx 二 Ax) 二 
Ar—~0 AT Azr—0 


u(r)*。 lim 2ZCz 十 Az) 一 5(Z) 


Ar~e0 Arxr 
一 (x) + v(x)+ulr) v(x), 
其 中 limv《z 十 Az) 二 limv(x) 是 因为 v' 《x) 存 在 ,所 以 v(x) 在 点 x 连续 . 由 此 ,函数 


在 点 处 也 可 导 , 且 











Ar=0 











Ar=0 





lim ,| ucz) 。 








f(T) =u rT) Vr) Tur) vx), 
即 
[uCr) vlr) YT =u x) vr) tau) sv x). 

定理 2 表明 :两 个 可 导 函 数 乘 积 的 导数 等 于 第 一 个 因子 的 导数 与 第 二 个 因子 
的 乘积 ,加 上 第 一 个 因子 与 第 二 个 因子 的 导数 的 乘积 ， 

如 果 定 理 2 中 v(z)=C(C 是 常数 ), 可 得 下 面 的 推论 . 

推论 1 如 果 vw(z) 可 导 ,C 是 常数 , 则 

《Cz(z)) 一 Co (x). 

即 : 求 一 个 常数 与 一 个 可 导 函 数 乘积 的 导数 时 ,常数 可 以 提 到 求 导 符号 外 面 去 . 

定理 2 的 求 导 法 则 可 以 推广 到 任意 有 限 项 的 情形 . 仍 以 三 个 可 时 范 数 的 乘积 
为 例 得 推论 如 下 . 

推论 2 ”如果 函数 wx(z),oCz) 及 mu(z) 可 导 , 则 函数 wz) ， zz)。w(z) 也 可 
导 , 且 
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[uCx) » vx) » wrx)] 
=u (x) vrT) wr) ur) vr) wz) ur) vx)» w(x). 
例 2 求 y==x"sinz 的 导数 . 
解 由 定理 2 得 : 
y=(rsinr) = (rc) sinrit rr’ (sinr)’ 
=nz” lsinz 十 zcoszr 一 zl1(zsinz 十 zcos 并 )， 
例 3 y=e*(sinx 十 coszx), 求 y 及 vy |.-3. 
解 y 一 (esinz 十 cosz) 十 er(sinzr 十 coszy) 
一 er (sinZ 十 cosZ) 十 er(cosZz 一 Sinz) 
一 2ercosZ， 
即 


y =2e’cosz, 


贸 数 商 的 导数 
定理 3 如 果 函 数 w(x) 及 wv(z) 在 点 xz 具有 导数 ww (rz) 及 vw (zr), 自 vx) 六 0， 
则 区 型 在 z 处 可 导 , 且 
[ze | = 并 (XIV XI — ur (rx) 
v(z) v2: (zx) “ 


&(Z 十 Az) u(x) 
v(x+Ar) wv(r) 




















Ar->0 Arz 
lim U(X AT)v(r) u(r)v(rit Ar) 
Ar*0 v(z+Ar)v(r)Ar 
=lim| | 
Ar>oLV(Z 十 Az)mp(x) 





x uzX+ATV xr) ur)v(r) tulr)vr) u(r)v(x Ar) | 
Arz 


-一 1 1 
lim TAN 


lim {s+Ar) u(r) oz) u(x)[v (z+Ar)—v(zr)] 
Az | 














Ar=0 

.U(x 二 Ax)—~ul(r) .VCzZ 十 Az) 一 woCz) 
二 on) 一 wii tA ] 
WU (XVz) u(r)v' (rz) 





vi(z) 
所 以 ,函数 从 2 在 
函数 (二) 在 zz 处 也 可 导 , 且 
[ee ] #0) us) Ca 


V(Z) v(x) 


该 定理 说 明 :两 个 可 导 函 数 之 商 的 导数 等 于 分 子 的 导数 与 分 母 的 乘积 , 减 去 分 
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子 与 分 母 导 数 的 乘积 ,再 除 以 分 母 的 平方 . 
例 4 求 tanz 与 cotz 的 导数 . 
解 由 定理 3 得 














(tanz)’ = sin 并 _ Csinpz) cosz 一 Sinz(cosz) 一 cos zx 十 sinz_ 1 一 seczz， 
COSZX COS2 工 COs’z COs2x 
即 
tanz~—secxz. 
同 理 可 得 
cotXx 二 一 csc?x. 
定理 3 中 ,如 x(z)=1 可 得 如 下 推论 : 
“ 了 
推论 50 | 一 一 03) 


例 5 求 secx 与 cscz 的 导数 . 
解 ”由 定理 3 的 推论 ,有 











, ] (coOsx)! — sinz 
(secz) 一 二 一 一 2 一 一 一 一 一 一 一 tanz。，secx， 
COS 工 COS2 信 COS2 妆 
即 
(secx)'=tanzx * secxz; 
同样 的 方法 可 得 


《cscz) 一 一 cotz。cscz， 
上 ,2lnz 十 袜 
例 0 求 > 一 3mnz 十 远 的 导数 ， 
解 y= anete] (2lnz 十 z3) (3Inzxt xz?)— (2lnz+t zx) (3lnrt zy 
了 3inz 十 2) 一 (3lnz 十 z2)? 
(2/z 十 3z2)(3lnz 十 z2) 一 (2lnz 十 z3)(3/z 十 2z) 
(3lnzt+ x!)? 


_ (2 十 3x°)(3Inzx 二 Xz ) 一 (2lnx 二 Xx) (3 十 27x?) 
zx(3lnzr zr’) 


x9x—4)lnztrt 3r 2x 
(3lnz+ zx)’ 
2.3.2 复合 函数 的 求 导 法 则 
以 上 我 们 解决 了 由 可 导 函 数 的 四 则 运算 所 构成 的 函数 的 求 导 问题 ,但 我 们 还 
不 知道 由 可 导 函 数 构成 的 复合 末 数 (如 e ,sin2z,lntanzycsc M1 十 VX 等) 是否 
可 导 ; 如 可 导 , 其 导数 如 何 求 . 
为 了 说 明 这 个 问题 ,我 们 先 看 一 个 例子 ; 求 e 的 导数 ， 
已 知 (e*) 一 er, 由 2.3.1 节 定理 3 的 推论 知 e-= 可 导 , 昌 
(ez ez 


x 
2z € 


(e')? ee ， 




















(e 一 (1/er) 一 一 
可 见 (e-) 天 er 





第 2 章 函数 的 导数 与 微分 








下 面 的 重要 法 则 可 以 解决 复合 函数 的 求 导 问 题 ,从 而 使 可 以 求 导 的 函数 的 范 
围 得 到 很 大 扩充 . 
定理 4( 复 合 函数 求 导 法 则 ) ” 设 函 数 “一 p(z) 在 点 z 处 可 导 , 伟 | ”= 


8(zo) ,函数 y 二 (uw) 在 相应 的 点 m 一 p(zo) 处 可 导 ,到 | 。 一 ceo), 则 复合 函数 


2 一 xp(Cz)) 在 点 ze 处 可 导 , 且 其 导数 为 
dy _dy ,du 
dzlss, dul, dz | 
证 考虑 z 在 zxo 处 有 增 量 Az， 函数 wg(z) 有 相应 的 增 量 Aw 二 g(xzo 十 Ax) 一 
9(zo) ,从 而 函数 y= 了 flwu) 也 有 相应 的 增 量 Ay= (wo 十 Au) 一 fwo0). 











车 Au 关 0, 有 
Ay_Ay, Au 
Ar Ar Axz’ 
则 
A Ay Au A Ay A 
tim 人 AY= Ay. a] = Ay Ax _ .~ Au 
limAr- lim\ A Ar) = limA * lm lim ， JimAz 





上 式 的 成 立 是 由 于 x=wz) 可 导 , 故 g(x) 必 连续 ,所 以 Ar>0 时 Au->0， 
因此 














dy| _d ,du 
dz lss dulss, dz 
车 Au=0, 则 有 Ay=f wtAw) 一 fu) 二 fu) 一 fuo) 二 0; 从 而 虹 | = 


dz z= 





i .lim 优 =0, 因 此 等 式 同样 成 立 

根据 复合 函数 求 导 法 则 ,如 果 w= 二 glz) 在 开 区 间 了 内 可 导 ,y=f(w) 在 开 区 间 
五 内 可 导 , 且 当 xE7 时 ,相应 的 wE 了 7, 则 复合 函数 y= Ap(z)) 在 开 区 间 了 内 可 
导 , 且 


dy_dy,du 
dr du “dz (2. 4) 


上 式 也 可 表示 为 
f (Pr))=f (1) » (zx), 
Y= 
例 7 求 y=sin2z 的 导数 . 
解 今 y=sinu,u=2z， 
则 
=sin'=cosu, = (27) ~2, 


根据 复合 函数 求 导 公式 (2. 4) ,有 


*。49 。 








和 > 一生 。 各 一 cosu 。 2 一 2cos27. 


例 8 y=lntanzx,， 求 9 


解 y 一 Inz,x 一 tanz, 则 


dy , 1 du 
du ln u 时 "dx 








(tanr)’ =sec’r, 


由 复合 函数 求 导 法 得 
dy_ d2 . du = » sec’X=cotx 。 secix= -= 1 。 
dr du dz 一 SInZCcOs 工 


现在 我 们 利用 复合 函数 求 导 法 来 证 明 __ 般 的 宪 函 数 导 数 公 式 ( 见 节 例 2). 
例 9 证 明 寡 函数 导数 公式 :(z) 一 az Ca 为 任意 常数 ). 
解 设 y 二 x 二 e”™, 今 y 一 e“, za 一 alnz, 则 


dy_dy .du (er “)。，(alnz) 一 所 。 =e Or + 一 =ar"!,， 


dz du dz 











即 
(x) 一 ae . 


以 上 过 程 熟 悉 后 ,不 必 写 出 中 间 变 量 ， 可 直接 按照 法 则 写 出 求 导 过 程 . 
例 10 y=~1—2z? , 求 和 2， 


dy 工 _ 
解 卫 =[a 一 2z 菩 一 二 G 一 27 1. (1 277)' 二 六 (1 2z2) 4(—47) 








4x 
3V -2r) 
复合 函数 的 求 导 法 则 可 以 推广 到 多 个 中 间 变 量 即 多 重复 合 的 情形 . 以 两 个 中 
间 变 量 为 例 : 设 y=f(w),u 二 9g(v),v= 亚 (x) 均 为 可 导 函 数 , 则 
dy_dy du ,而 和 dz 和 


dr du dz dr dv 
故 复合 函数 y= 二 f(g(WV(x))) 的 导数 为 
dy_dy , dx . dz 


dr du dv "dx: 
例 11 y==cosinz*, 求 人 | 
1 dv 








解 题 中 函数 可 分 解 为 y==cosuyu=lnv,v==x?. 因 42 一 sinu, = ， -一 
dz dv 了 dz 
27z, 故 
dy dy du d 2 
= 天， =( sinu) * + (27)——sin Inz’ . 点 .2z= 一 2 nz ， 
即 
(coslnz’)’ —— 2 Inz 
a 


直接 按照 法 则 写 出 求 导 过 程 即 是 ， 
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(coslnz2)' 一 一 (sin lnz2) 。(lnz2) 一 一 (sin lnz2)。 二 。 Cz 
了 2 机 2 
__ sin Inz .cz 二 一 2sin ln 
并 z 
例 12 求 y=~sini(xi 十 1) 的 导数 . Er 二 


解 y 一 [VSaaCTTD] =[sin? C(x? 十 1)J 
=> [sin (z+1)] * [sinCz’? 二 1)] 
= [sin? (x:+1)] 。 [cos(z? 二 1)]。 (x 二 1) 


一 3z /sin(z2: 十 1)cos(z? 十 1). 
复合 函数 求 导 法 则 的 关键 在 于 正确 分 析 函 数 的 复合 结构 . 复合 函数 求 导 法 在 
求 函 数 导数 的 运算 中 起 着 极为 重要 的 作用 ,同时 也 是 后 面积 分 法 中 换 元 积分 的 基 
础 ,因此 是 学 习 本 课程 必须 牢固 掌握 的 基本 功 . 
以 下 几 类 求 导 法 ,都 是 复合 函数 求 导 法 在 特殊 情况 下 的 应 用 ,本 质 上 都 是 复合 


2.3.3 隐 函 数 的 求 导 法 


在 实际 问题 中 ,有 时 要 计算 隐 函 数 的 导数 . 实际 上 ,我 们 不 必 将 隐 范 数 转化 成 
显 函数 再 求 导 ,而 可 以 直接 由 方程 算出 它 所 确定 的 函数 的 导数 . 以 下 结合 具体 实例 
加 以 说 明 . 

例 13 求 由 方程 十 % 一 1 一 0 所 确定 的 隐 函 数 ,一 y(z) 的 导数 4 

解 ”我们 将 方程 两 边 同 时 对 xz 求 导 , 由 于 y 是 z 的 函数 ,所 以 y’ 当然 也 是 x 
的 函数 ,从 而 y 是 以 y 为 中 间 变 量 的 x 的 复合 函数 . 根据 复合 函数 求 导 法 则 ,方程 
左边 对 z 求 导 为 

(zy —1) =27r+3y * y, 
同时 ,方程 右边 对 x 求 导 为 
(0) 一 0， 
由 于 方程 两 边 对 z 的 导数 相等 ,就 有 
2z 十 3y%。 光 一 0， 

解 得 


其 中 ,分 式 中 的 y 是 由 方程 十 % 一 1 一 0 所 确定 的 隐 函 数 ， 

通过 以 上 过 程 ,我 们 可 总 结 出 隐 函 数 求 导 方法 :将 隐 函 数 方程 两 边 同时 对 x 求 
导 , 在 此 过 程 中 将 ， 视 为 * 的 函数 ,从 而 将 y 的 函数 视 为 以 y 为 中 间 变 量 的 * 的 复 
合 函 数 ,应 用 复合 函数 求 导 法 ,得 到 一 个 含 y 的 方程 ,由 此 即 可 解 得 y 

例 14 已 知 方程 =x:y, 求 该 方程 所 确定 的 隐 丽 数 的 导数 2， 








解 将 方程 两 边 同 时 对 z 求 导 ,e? 是 以 y 为 中 间 变 量 的 z 的 复合 函数 ,根据 隐 
函数 求 导 法 ,有 


(e*)’= (e”), 多 一 ey。 ys 


同时 ， 
(Xiy) 一 (2 十 2 光一 2zy 十 zy ， 
故 
e>，。y 一 2zy 十 2 ， 
即 
dy_ ，_ _ 2zy 
dr >》 ez? 


例 15 求 椭 阅 若 十 妆 ==1 在 点 (2, 之 V3 ) 处 
的 切线 方程 (图 2. 3). 
解 ” 由 导数 的 几何 意义 知 , 所 求 切 线 的 斜率 为 


dy 
4 一 dx 


将 椭圆 方 程 的 两 边 同 时 对 zx 求 导 , 有 
之 22 ,dy 
8 十 dz 二 0， 





当 z=2 时 ,y= 吝 V3, 代 入 上 式 得 昱 | 一 一 .因此 ,所 求 切线 方程 为 
yDV3= 302), 
即 
M3z+i4y—8 V3 =0. 


例 16 已 知 方程 zy 一 e* 十 cosy 一 0, 求 由 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 昱 及 
dz 
dy 
解 方程 两 边 同 时 对 x 求 导 得 
(zy’—e’+cosy)’ =y’+2ry* ye’—siny* y 一 0， 
所 以 


de 一 到 
dz 2zy 一 siny 
同 理 ,方程 两 边 同时 对 y 求 导 ， 
(zy e+cosy)’,=x' y+2ry—e’x! 一 Siny 一 0， 


所 以 
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dz 2xy~—siny 
dy ee’—y: - 


利用 隐 函 数 求 导 法 ,可 以 求 出 反 三 角 函 数 的 导数 公式 ， 
例 17 求 反 正弦 导数 y=arcsinz 的 导数 . 
解 设 y=arcsinz,y€ | 一 于 ,到 | .将 该 式 改写 为 z=siny, 且 将 其 对 x 求 导 得 








l=cosy* y 
故 
/1 1 
> cosy AVIL 一 Sin2y /1 一 工 ? 
即 
。 ) 1 
(arcsinx) = . 
1—xz’ 
和 站 : f 1 f 1 1 
类 似 地 可 以 证 明 (arccosz》 = 一 万 二 二， (arctanx )'= 村 之， (arccotz) 一 
| 
T 十 2 


在 隐 函 数 求 导 法 的 基础 上 ,我 们 建立 一 种 极为 有 用 的 求 导 法 一 一 对 数 求 导 法 . 
2. 3.4 对 数 求 导 法 


实际 问题 中 ,经 常会 遇 到 形 如 /zxz)se CFGz) 之 0) 的 函数 ,我 们 称 其 为 者 指 函 
数 . 如 果 f(z),g(z) 都 可 导 , 我 们 可 以 求 它 的 导数 . 求 赛 指 函 数 的 导数 ,需要 利用 对 
数 进行 . 下 面 结合 实例 作 具 体 说 明 . 

例 18 求 y 一 zsm(z>0) 的 导数 . 

解 y=x*™ 是 乱 指 函数 . 为 了 对 其 求 导 , 可 以 先 在 其 两 边 取 对 数 ,得 

lny=sinzx * Inz. 
将 上 式 两 边 对 z 求 导 , 注 意 y 是 二 的 函数 ,得 
1 


一 ，y 三 cosz。]lnz 十 sinz。 工 ， 
y 工 


因而 
y =y| cosz。]lnz 十 sinz 。 二 | 一 zsxz(cosz。lnz 十 sinz。 过) 


这 种 先 对 函数 取 对 数 ,再 利用 隐 函 数 求 导 法 求 得 函数 导数 的 方法 , 称 为 对 数 求 
导 法 . 利用 它 不 仅 可 以 求 得 寡 指 函数 的 导数 ,而 且 在 某 些 场合 还 会 比 用 通常 的 求 导 
法 来 得 简便 . 


ey /zr—5)? 
例 19 求 y= (z2 十 1)3 的 导数 . 


解 ” 取 对 数 





lny 一 六 [nz 十 2in(z 一 5) 一 3ln(z? 十 1)]， 
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对 工 求 导 
】 ; 31i1 2 3C27) 
y"»=2| Ti = 
得 
:21 2. | 
+ x: 十 1 








-3 VT + 去 二 | 
通过 对 2. 2 节 和 2. 3 节 的 学 习 , 我 们 已 了 解 了 所 有 基本 初等 函数 的 导数 公式 ， 
它们 是 求 初等 函数 导数 的 基础 ;还 了 解 了 求 函数 导数 的 基本 法 则 ,它们 是 求 初等 函 
数 导数 必须 遵循 的 法 则 , 有 了 这 些 导 数 公式 和 求 导 法 则 ,初等 函数 的 求 导 问题 便 可 
以 迎刃而解 . 因此, 热 练 掌握 它们 是 本 门 课程 的 重要 基本 功 . 本 书 在 此 将 这 些 公式 
与 法 则 总 结 如 下 ,以 便 复习 和 记忆 . 
基本 初等 函数 的 导数 公式 





1) C" 一 0， 

3) (sinz) 一 cosz， 

5) (tanz)' 一 secz7r， 

7) (secx) 一 secz。，tanz， 


9) (ca 一 czlnac， 





1 

Li 

11) (log.zr) = na 

13) (arcsinx)’= 1 ， 
1 一 2 
1 

15) (arctanz) = zs? 


函数 的 和 、 差 . 积 、 商 的 求 导 法 则 
设 u=wu(zx),v 二 v(x) 都 可 导 , 则 
1) (x 二 v)' 二 ww' 十 v'， 


3) (uv)' =a'viuv’, 
复合 函数 的 求 导 法 则 


2) (xr’)’ 一 az 











4) (cosz) 一 一 sinz， 
6) (cotz》 一 一 csc2r， 
8) (cscz) 一 一 cscz。cot 工 ， 
0) (ez) 一 6e7， 
12) (lnz)' 一 十， 
并 
] 
14) (arccoszy》 三 一 ， 
V1—zx’ 
/ 1 
16) (arccotx) = 
2) (Cu)’ =Cw’,， 
uu) ap 一 zol 
[| = ,v0). 


设 y= 了 G0),u 一 g(x), 且 y= 二 fw) 及 xz 二 9Y(Z) 都 可 导 , 则 复合 函数 y= f[g(x)] 


的 导数 为 


d dy d 
过 一 或 yr) = fu) p' (7). 


dr du dz 


1. 证 明 导 数 公 式 ; 


(1) 《cotz) 一 一 csc2; 


(2) (cscr) 一 一 cscz。，cotzj 


A 
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了 1 

(3) (arccotz) = 

2. 下 列 求 导 结果 正确 吗 ? 为 什么 ? 

(1) (zzsinz) 一 2zcoszj (2) (〈cos2z) 一 一 sin2x; 1 y': .2x 

(3) lIny 二 1 十 zx? ,两 边 对 工 求 导 得 -一 27i 》 7 

/- 不 “”) 
(4) [(tanz)*] 一 z(tanz)z 1; (6) [C(tanz)’] = (tanz)zlntanz， y 2 2 
4 \" 区 
思考 题解 签 ee oa 
】 


1. (1) 参见 本 节 例 4;(2) 参见 本 节 例 5; (3) 参见 本 节 例 17. 
2. (1) 错 . 由 本 节 定 理 2, (x?sinx)' 二 (x?)'sinzx 十 xz?(sinx)' 一 
(2) 错 . 由 本 节 定 理 4( 复 合 1 玖 数 求 续 法 ),(cos27) = 一 sin2z * (2x)' = 
(3) 错 . 由 隐 函 数 求 导 法 , yy ‘=2z; 
(4) 错 . 对 寡 指 函数 y= 二 7)ee 求 导数 , 需 先 将 两 边 取 对 数 再 求 导 参见 本 
节 例 18; 
(5) 错 . 同上 . 


2.4 高 阶 导 数 


简单 地 说 ,高 阶 导数 就 是 导 函 数 的 导数 . 示例 如 下 ， 
变速 直线 运动 的 瞬时 速度 v(z) 是 位 置 函数 ;Cz) 对 时 间 的 变化 率 , 即 导数 
ds 


2 一 下 或 风 一 9， 
而 其 加 速度 a 是 速度 对 时 间 ; 的 变化 率 ， 
ds jo 
人 or 
我 们 称 这 种 导数 的 导数 针 [ 持 | 或 (s)' 为 对 :的 二 阶 导数 


一 般 地 说 ,f(z) 的 导数 y = (zx) 仍 是 xz 的 函数 ， 我 们 将 池 二 了 A(z) 的 导数 称 


为 y==f(x) 的 二 阶 导数 (second derivative) ,; 记 为 (zx) 或 yy 或 和 ;, 即 


(x) 二 [了 (zx)] 或 w=(y) 或 2 去 | 中 |， 


采样 我 们 将 /9(x) 的 导数 称 为 f(x) 的 三 阶 导数 , 记 为 J”(z) 或 y* 或 学, 即 
六 (z)=[1Y(z)J 或 yw*= (yy) 或 = 中型 |， 
类 似 地 ,有 四 阶 导 数 


jz) 一 [wz)] 或 y= Cy*) 或 = |， 
dri dzld 
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一 般 地 ,如 果 函 数 的 4 一 1 阶 导数 .大 -7(z) 存 在 , 则 称 ”一 1 阶 导 数 的 导数 为 n 阶 导 


数 , 即 
_T d” d fd"! 
fz) = [perDz)] 或 y= (yo-D) 或 了 二 [人 党 | . 


二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导 数 (higher derivative). 
由 些 可见 , 求 函 数 的 高 阶 导数 只 是 对 函数 进行 逐次 求 导 ,在 方法 上 并 未 增加 新 
内 容 . 所 以 , 仍 可 用 前 面 的 求 导 方法 来 求 得 函数 的 高 阶 导数 . 
例 1 求 y=In(z 二 MT 十 1) 的 二 阶 导数 . 
解 y= 人 tNYz+D)_ 1 
z+Mritl Mztl 





1 
y=[ 记 二 | =|[ cc) 二] =| 一 二 | (tl) 2z) 
(十 1)302 7 

例 2 求 y=3z: 士 2z? 十 z 十 1 的 各 阶 导数 ， 
解 y 一 (3z 妇 十 2z? 十 z 十 1) 一 9z2? 十 4z 士 1， 

多 一 (y) 一 (9z2 十 4z 十 1) 一 18z 十 4， 

y=(y) =(18r+4) =18, 

y= =18 =0, 


且 
yo 一 0 (之 5)， 
容易 证 明 , 对 次 多 项 式 
3 一 Go 十 Ga 1 十 十 4st 十 a， 
有 


y 二 aonz” 十 a1(n 一 1)zx” ?十 … 十 qs_1， 
y=aon(n—1)r™ tan 1) nm 2 2 
yaon!, 
y=0 (k>n). 
一 些 函 数 的 n 阶 导 数 表达 式 很 有 规律 . 
例 3 求 y=sinz 的 n 阶 导数 ， 
解 yy 一 SinZ， 
)， 


y=cos[ 十 亚 | 一 sin| z 十 亚 二 到 | =sin| z+2 。 至 | ， 


y=cos| z+2 。 到 | =sin| z+2 . 至 十 亚 | =sin| z+3 。 到 | 


人 


y =cosz=sin| 并 十 


ko |3 


9 
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一 般 地 ,yw 一 sin| z+ 。 下 | , 即 
(sinz)2 = sin| z 二 nn。 到 | . 


类 似 地 ,可 求 得 





z 十 到 |， 


(cosz)o) = cos 


1,， 用 导数 表示 以 下 概念 : 
(1) 曲线 y 二 f(x) 的 切线 儿 率 的 变化 率 ， 
(2) 细胞 数量 N 二 NN(z) 的 增长 率 的 变化 速度 ， 
2. 验证 函数 y 二 e” sinz 满足 关系 式 光一 2y 十 2y 一 0， 


1. 01) 92， (2) EN 


dz di 
2. 求 出 y ，;y" ,将 其 代入 方程 即 可 . 


2.5 沙 数 的 微分 


对 微分 概念 的 研究 起 源 于 求 函 数 增 量 的 近似 表达 式 . 在 很 多 实际 问题 中 ,我 们 
需要 了 解 当 自 变量 在 x 处 有 增 量 Az 时 ,相应 的 函数 增 量 Ay 如 何 表达 . 这 里 ， 
Ay = flxo 十 Ar) ~— f(zo). 
从 上 式 来 看 ,Ay 的 表达 式 似乎 不 难 求 得 . 但 在 实际 问题 中 ,计算 f(zo) 很 难 ,计算 
7 (ze 十 Az) 就 更 难 了 . 能 否 找到 一 种 简便 的 方法 能 计算 或 近似 地 计算 Ay? 需 要 什么 
条 件 ? 
事实 上 ,车 f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 lim 估 一 所 (zo), 从 而 





A 二 (zo) 十 a (a 为 Ax -> 0 时 的 无 穷 小 量 )， 


即 
Ay=f (zo)ArtaAr (2.5) 
可 见 ,Ay 由 两 部 分 组 成 ， 
(a) 六 (zo)Az: 它 是 Az 的 线性 表达 式 , 称 之 为 Ay 的 线性 主要 部 分 ， 
(b) aAz: 它 是 Az 的 高 阶 无 穷 小 ,在 Ax->0 时 可 以 忽略 不 计 . 
显然 ,我 们 感 兴趣 的 是 Ay 的 线性 主要 部 分 户 (zo)Az, 它 在 Az 充分 小 时 可 以 近似 
地 代替 Ay, 我 们 称 之 为 f(x) 的 微分 . 
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2. 5. 1 微分 (Differential) 的 概念 与 微分 的 几何 意义 


微分 的 概念 
定义 1 设 y=f(z) 在 点 xo 处 可 导 , 称 导数 户 (zo) 与 自 变量 增 量 Az 之 积 
广 (Czo)Az 为 函数 f(x) 在 点 ze 处 关于 Ax 的 微分 , 记 为 
dy = 三 (zo)Arz， 


如 果 f(z) 在 点 ze 处 有 微分 , 则 称 函 数 f(x) 在 点 xo 处 可 微 . 如 果 f(x) 在 区 间 
了 内 的 每 一 个 点 处 都 可 微 , 则 称 函 数 f(x) 在 区 向 7 内 可 微 (differentiable), 记 为 
dy 一 广 (z)Az,zE 了 
例如 ,y==x? 在 点 ze 处 关于 Az 的 微分 是 
dy=f (ro)Ar= (7) | Ar 一 2zoAz， 
因此 ,xz? 在 点 xo 处 可 微 ;显然 ,x? 在 (一 00, 十 oo) 内 可 微 ,dy 二 2zxAx. 

可 见 ,函数 的 微分 是 Az 的 线性 表达 式 , 它 与 函数 的 增 量 是 不 同 的 概念 . 函数 的 
微分 是 函数 增 量 的 近似 表示 , 它 与 函数 的 增 量 一 般 不 相等 ,只 有 在 特殊 情况 下 才 相 
等 . 

例 1 求 函数 y=x 的 微分 ,并 证 明 对 自 变量 = 而 言 ,dz 一 Az. 

解 ” 根 据 定义 1,dy=y'Ar=zx'Ar==Ax; 

由 于 y= 二 zx, 故 dy 二 dz, 而 dy 二 Ar, 所 以 

dz = Az， 
这 表明 自 变量 的 增 量 等 于 自 变量 的 微分 . 
因此 ,微分 也 可 表示 为 





dy = f' (x)dz. (2. 6) 
若 将 上 式 改写 为 4 一 户 (z) ,函数 的 导数 就 是 函数 的 微分 dy 与 自 变量 微分 dz 
的 商 , 故 导数 又 称 为 微 商 . 
由 定义 1 知 , 可 导 的 函数 一 定 可 微 ; 反 之 亦 然 . 
微分 的 几何 意义 
为 了 对 微分 有 比较 直观 的 了 解 ,我 们 说 明 一 
下 微分 的 几何 意义 . 
设 函 数 y=/(z) 的 图 形 如 图 2.4 所 示 . 在 点 
i z 处 ,曲线 上 对 应 点 M(xo,yo). 当 自 变量 x 有 微 
小 增 量 Az 时 ,就 得 到 曲线 上 另 一 个 点 N (zo 十 
Ax ,yo Ay). 
从 图 2.4 可 知 
MQ=Az, 
QN=Ay, 
过 点 M 做 曲线 的 切线 MT, 其 倾角 为 , 则 ， 
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QP = MQ tana 一 Az， 记 (zxo)， 
即 
dy 一 QP， 
所 以 , 当 Ay 是 曲线 上 的 点 的 纵 坐 标的 增 量 时 ,dy 就 是 曲线 的 切线 上 的 点 的 纵 


坐标 的 增 量 ,这 就 是 微分 的 几何 意义 . 
由 (2.5) 式 可 知 , 当 |Az | 很 小 时 , |Ay 一 dy| 比 |Ax| 小 得 多 . 因此 在 点 zo 的 附 


近 , 我 们 可 用 切线 段 来 近似 地 代替 曲线 段 . 换言之 ,在 一 定 条 件 下 我 们 可 用 直线 来 
近似 地 代替 曲线 . 
2. 5.2 基本 初等 函数 的 微分 公式 与 运算 法 则 


从 函数 的 微分 表达 式 (2.6) 可 知 ,计算 函数 的 微分 ,实际 上 是 计算 函数 的 导数 ， 
再 乘 以 自 变量 的 微分 . 因此 ,由 基本 初等 函数 的 导数 公式 与 运算 法 则 ,立即 可 得 基 














本 初等 函数 的 微分 公式 与 运算 法 则 . 
基本 初等 函数 微分 公式 
1) d(C)=0, 2) d(x’)=ax’" Idz， 
3) d(sinz) 一 coszdz， 4) d(cosz) 一 一 sinzdz， 
5) d(tanz) 一 sec2zdx， 6) d(cotz) 王 一 csc2zdz， 
7) dk(secz) 一 secztanzdz， 8) dk(cscz) 一 一 csczrcotzdz， 
9) Ce 10) df(ez) 一 ezdz， 
11) ddogsz) 一 也 -dr， 12) ddnz) 一 二 dz， 
13) darcsinn) — Fide 14) d(arccosz) 一 一 dz, 
15) d(arctanz) = zidz, 16) darccotz)=—T dx. 
微分 的 运算 法 则 
设 w 二 u(x),v 二 v(xz) 痢 可 导 , 则 
1) d(zx 士 zz) 一 dzx 士 dz; 
2) d(u* v)=vduytudv; d(Cu)=Cdu(C 是 常数 )， 
3) dE) -Ms (v0). 
v v 
例 2 y= 二 SR, 求 dy 
解 由 函数 商 的 履 分 法 则 ,有 
dy 二 | ez | arctanz » de*~e* « darctanx 
> arctanz (arctanz)’ 
_aretan ， 。ex*dZ 一 er 。 ee er E ] ] 
(arctanzx)? arctanz (1 二 xzx?)arctanz dz， 


上 例 也 可 通过 先 求 导数 y' ,再 求 微分 dy 一 dz. 
复合 沙 数 微分 法 则 一 一 一 阶 微分 形式 不 恋 性 (invariant of differential form ) 与 
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复合 函数 的 求 导 法 则 相应 的 复合 函数 微分 法 则 是 ，; 

设 y= 二 fl(u),u 二 g(x) 都 可 导 , 则 复合 函数 y=fLp(x)] 的 微分 可 推导 如 下 : 

dy 一 dz 一 三 (xx)P (Cz)dz， 
由 于 gq' (Cz)dz 一 dx, 所 以 
dy = f (u)du, 

这 就 是 说 ,对 函数 y= 二 (ww) 而 言 ,无 论 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ,其 微分 形式 dy = 
flu)du 保持 不 变 . 我 们 称 函 数 微 分 的 这 一 性 质 为 一 阶 微分 形式 不 变性 . 函数 微分 
的 这 一 重要 性 质 不 仅 能 求 复合 函数 的 微分 ,也 是 积分 学 中 换 元 积分 法 的 重要 基础 . 

例 3 y=sin(2z 十 1), 求 dy. 

解 把 2z 十 1 看 成 中 间 变 量 ,利用 微分 形式 不 变性 , 则 

dy 王 d(Csinz ) 一 cosxk。dz 一 cos(2xz 十 1)d(2z 十 1) 一 cos(2z 十 1)。2dzx 


一 2cos(2z 十 1)d>z， 
在 求 复合 水 数 的 微分 时 ,只 要 认 清 复合 函数 的 结构 ,就 可 以 利用 微分 形式 不 变 


例 4 y=lncos ~M x, 求 dy. 


1 
解 dy =d(lncos ~/z) 一 d(cos Vx) 


= (sin TdV r=—tananMVri* 二 二 dz 


例 5 y=e! ssinz2, 求 dy， 
解 dy ==d(e!l Ysinz’)=sinz? 。del-3z 十 el-saz .dsinz? 
=sinx’e! 3rd(1 一 3z) 十 el-3zcosz2d(z2) 
=sinz’e’ (一 3)dz 十 er scosz2(2z)dz 一 ear(2zcosz2 一 3sinz2ydy。 
例 6 在 下 列 等 式 左 端的 括号 中 填 入 适当 的 函数 ,使 等 式 成 立 . 
1) dl ) 一 Zdz; 2) d( )= sinwtdt. 
解 1) 由 于 d(z?) 二 2zxdzx, 所 以 


zdz 一 广 d(z9) 一 d(z2/2)， 











即 
d(z2/2) 一 zxdz. 
一 般 地 ,有 d(xr?/2 十 C)==xdzx (C 为 任意 常数 ). 
2) 因为 d (coswt) 二 一 wsinwidt ,所 以 
sinwtdt = 一 二 da (coswt) =d| — See ， 
w w 
即 
dl — | =sinwtdt. 
w 


一 般 地 ,有 d| 一 9 第 C| =sinwrdt 。 CC 为 任意 常数) 
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2. 5.3 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


当 函 数 由 参数 方程 
r= pt) 
y= WE) 


确定 时 ,在 不 消去 :的 情况 下 ,利用 微分 可 以 求 出 y 对 z 的 导数 9>, 过 程 如 下 
dy=W’ (1)dt, dzx=¢ (1)di, 
由 于 导数 9 就 是 微 商 , 故 


LE (ap) 


dy YOOd YC) 
dr VDdt dO) 











即 
dy _ YW'() 
这 就 是 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 公式 . 
并 一 ]n (1 十 刀 ) d 
例 7 求 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 二 
yy 一 上 一 arctant 下 
解 ”由 公式 (2.7), 有 
1 1 
dy _ (Garctant)’ _ lf Bt 
dz [HnQ 十 如) 2 2 2° 
1 十 臣 
即 
dy_zt 
dz 2 
、 d? 
例 8 设 7 二 Reost,y 一 Rsint, 求 了 
dy _ Recostdt 
解 dz —Rsintdt™ cot 
dy_dy’__cscidt  _1 
dr: dr —Rsinidt Rsini* 


1. 已 知 y 二 zx 一 ,计算 在 + 二 2 处 当 Az 分 别 取 1,0.1,0.01 时 的 Ay 及 dy. 
你 能 从 结果 中 分 析出 什么 结论 吗 ? 
2， 将 适当 的 函数 填 入 下 列 括号 内 ,使 等 式 成 立 ， 
(1) al 全 | =( )dz， (2) dCel-”) 一 ( )dz， 
(3) d[LAsin (w+ 9p) J]=0 )di, (4) d(tan37x)=( )dz， 
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1 
(5) dl ) 一 2dz， (6) d( ) 一 1 二 区 dz， 
1 2 2 
(7) dl 二 一 一 dx，(8) d( ) 一 csc“zedz. 
Vz 
思考 题解 答 

1. 当 Ax 一 1 时 ,Ay 二 18,dy 二 11; 
当 Az 一 0.1 时 ,Ay 王 1.161,dy 一 1. 1; 
当 Az 一 0.01 时 ,Ay 一 0.110601 ,dy 一 0. 11. 

比较 各 |Ay 一 dy| ,可 得 出 结论 . 

2. (1) 3z， (2) —2xe!*， 
(3) Awcos (w+ 9),， (4) 3sec237， 
(5) 2z-C， C6) Fln(1+22)+C, 


(7) 2 /过 二 C， (8) 一 立 cotz: 十 C. 
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习 题 2 


. 设 y= 二 107?, 试 按 导 数 定义 求 (一 1). 
. 设 f(x)=3x 十 1, 试 按 导 数 定义 求 f' (zx). 
. 假定 六 (zo) 存 在 ,按照 导数 定义 观察 下 列 极限 ,指出 4 表示 什么 : 


OW 二 








(1) lim ,A 一 4 
(2) iD 其 中 /(0) 二 0, 且 fr(0) 存 在 . 
4， 利用 基本 导数 公式 求 下 列 函 数 的 导数 ， 
(1) y 一 za; (2) y= zi; (3) y 一 zlL5; 
一 并 NVI. _ZVr 
(4) y J (5) y Mr (6) y 二 


5. 求 曲线 y=~Mx 在 点 (1,1) 处 的 切线 方程 . 


6. 求 曲线 y==sinz 在 具有 下 列 模 坐 标的 各 点 处 切线 的 斜率 ， 
2 
之 一 3 工 二 XX. 


7. 求 曲 线 y=cosz 在 点 (地 , 广 ) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程. 

8. 在 抛物 线 y 一 x? 上 取 模 坐标 为 x, = 1 及 zs 一 3 的 两 点 ,做 过 这 两 点 的 审 线 . 
间 该 抛物 线 上 哪 一 点 的 切线 平行 于 这 条 制 线 ? 

9. 已 知 物体 的 运动 规律 为 ;一 rm) , 求 这 物体 在 1 一 2(s) 时 的 速度 . 

10. 车 电流 通过 一 导体 的 电量 Q 与 时 间 /的 函数 关系 为 Q 一 Q(z) ,怎样 确定 该 
导体 在 时 间 :一 时 的 电流 强度 ? 

11 讨论 函数 y= |sinz| 在 = 一 0 处 的 连续 性 与 可 导 性 . 


12. 设 本 数 fz) 一 | “为 了 使 函数 在 一 1 处 连续 且 可 导 ,a 应 
取 什 么 值 ? 
13. 已 知 f(z)= | 风 7 求 几 (0) 及 万 〈0) ,由 此 判断 疡 (0) 是 否 存在 . 
14. 求 下 列 函 数 的 导数 ， 
GD) y=3z' 一 襄 十 5; (2) y 一 5z3 一 2* 十 3eri 
(3) HV D; (4) y 一 2tanz 十 secz 一 1 
(5) y 一 ?lnz; (6) y 一 3e*cosz; 


(7) y 一 (2 十 3z)(4 一 7z); (8) y 一 3ar 一 全 














15. 求 下 列 函数 在 给 定 


16. 


17. 


18. 


19, 








(9) y=7; (10) y=7 7 rs 
(11) y= (12) 3 一 二 
(13) y 一 (z 一 a)(z 一 5)(z 一 c)(a .bsc 为 常数 ); 

(14) y=x "lnzcosz; (15) y 一 人， 
(16) 一 32 二 二 


点 的 导数 : 
(1) oy [ss 和 yy | x; 


(2) p=9 sinp 十 去 Jeosp, 求 各 


4 


(3) 7(z)== 二, 求 (0) 和 f'(2). 


写 出 曲线 y=z 一 十 与 x 轴 交 点 处 的 切线 方程 


求 下 列 函 数 的 导数 ， 
(1) y= (2zx+5); 

(3) y=e- 

(5) y 一 In(C1 十 z2); 


(7) y=arctanz’; 


(9) y= (arcsinz)’; 


(11) y=logs(x’ 十 x 十 1); 


(13) y=1ntan 也 


(15) y=sin’zr * cosnzx; 


z+ 
(17) y=arctan zi 


(19) y=N z+vVr,; 


1 1 十 z 1 
一 去 arccot 工 ; 


(21) y 一 TIn pi 


天下 开机 的 有 的 呈 9 


(1) 昂 一 2xzy 十 9 一 0; 


(3) zy 一 e+ 


(5) ln MX’:++y:=arctan 立 ; 


用 对 数 求 导 法 求 下 列 函 数 的 导数 ， 


(1) y= (x)”; 


(2) y 一 cos(4 一 3z); 
(4) y=e "(zx —27x++3); 
(6) y 一 sin2z; 


(8) y=~Ma’—x’; 
(10) y= (arctan BA 
一 工 ， 
(12) y 一 arccos 元 
(14) y 一 WV1 十 ln2z; 
(16) y 一 一人- se £3 
(18) y=In[ln (nx)]; 
(20) y= xarcsin 3+v 4—zx?; 


= 2 
(22) y=arccos Ey 


(2) zi 十 y’—3ary=0; 
(4) y=1— ze’; 


(6) e? 十 ylnz 一 cos2z， 


(2) y 一 (lnz)z; 





20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25， 
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区 ” 一 2 sinz 
(3) y= ; (4) y= (1 二 x ) 
MX+2(3— zr)’ /z(t 
(5) Y= pl (6) y= Cr 1 
求 下 列 函 数 的 微分 : 
(1) y 一 二 二 2 和 (2) y=xsin27x; 
(3) ?一 一 和 一; (4) y 一 [lnGl 一 z)]23 
?一 7 二 y 
(5) y=e “cos (3—Zz); (6) y=tan’ (1 二 2x?). 
a d 
求 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 辽 : 
2 
TX 二 at’， z 二 万， 
(1) | pe (2) | 2 
y=0t; y=1—1; 
r=0(1—sin0), zx 二 In(1 十 £2)， 
(3) | (4) 
y= 0cosd; y=t—arctant; 
工 一 e'sint， d 
已 知 | ' 求 当 :一 于 时 晓 的 值 
y=e'cost. z 
求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 ， 
(1) y 一 2z2 十 lnzy (2) y=x。 er ， 
(3) y=e ‘sint; (4) y=arccos (sinx ); 
(5) y 一 (1 十 z2)arctanzj (6) y 一 In(Cz 十 \/1 十 z2); 
2 
z= 万 ， X=acost, 
(7) | 2 (8) bei 
y=1t; y=bsint. 
求 下 列 函 数 的 指定 阶 的 导数 ; 
(1) y 一 ze", 求 yo (2) y 一 zlnz, 求 yo 
(3) y==sin?zx, 求 72 (4) y 一 zcosz, 求 y 


求 曲 线 | 在 :=0 相应 的 点 处 的 切线 方程 


Tz 
yy 一 




















习题 2 答案 
1. —20. 
2. 3. 
3. (1) ~—f (ro0); (2) fF (00). 
4. (1) 3z2; (2) Sr; (3) 1. 6zx°°s 
(5) Bz 1; (6) Er 
5，Z 一 27y 十 1 一 0， 
6. ki 二 y 1.=27 一 > k; y' | -=， 1 
7. 切线 方程 : > 2 zty > 1+ TD) 一 0 
法 线 方程 : 2 y+ 六 一 9 37=0. 
8. (2,4). 
9, 12(m/s). 


10., 电流 强度 ， 了 一 dQ 0 ) = dr 


11. 在 x=0 从 过 二 不 可 时 

12. a=2, b=—1. 

13. 所 (0)= 二 0,_(0) 二 一 1, 所 (0) 不 存在 . 
14. (1) 6z 十 如 (2) 15z2 一 2zln2 十 3ez; 
(4) secz(2secz 十 tanz); (5) xz(2linz 十 1); 

(7) 一 zC21z 十 1)， (8) 3orlna 十 各 


1 十 2> ， 
(1 十 Zz 十 x2)2” 





(10) 一 (11) 


2 . 
(xz 十 1)?” 


(4) pet 





1 1,, 
2~VI zr 
(6) 3e*(cosz 一 sinz); 


(9) (lnz)23 


1 十 sint 十 cost 


(12) (十 cs 站 2 3 


(13) (zz 一 0)(z 一 c) 十 (rz 一 0a)(z 一 c) 十 (Z 一 a)(Cz 一 5); 


(14) 2zlnxzcosz 十 .zcosz 一 Zalnzsinzi; 


一 2cscz[ (1 十 xz?)cotz 十 2z] ， 











12 (te) (16) 
15. (1) y Stl,y ls 2 ; 
(3) 户 (0) 一 交 ， 广 (2) 一 到 


16，2z 一 y 一 2 一 0 和 2 3 十 2 三 0. 


ZKC9z 一 4)]nz 十 Z4 一 372 十 2 并 


(3lnz 十 Z2)2 


(2) +tF); 





.67 . 























第 2 章 函数 的 导数 与 微分 
17. (1) 8(2z+5)’; (2) 3sin(4—37); (3) 一 6ze -2 ; 
一 工 2 四 
(4) e 一 人 十 47 一 5)3(05) i 径 2 (6) sin2x; 
rx 2arcsinz . 
(7) Et (8) J (9) a 
工 ， 27+1l 1 
(10) Tarctan 2 (11) Crt na (12) J 
(13) csczx; (14) i (15) nsin” 'zxcos (n+1)z; 
4 1 1 
(16) (er te is (17) lz (18) zlnzLin(lnz)] 
(19) 2 z+l ;(20) arcsin 二 二 ; 
4 Vet Ve 
(22) y 一 -Tt 
2 
THe 之 1 
exz+> 一 
18. C1) 7 (2) 2， (3) ety 
并 十 >， 2zsin2z 十 ?十 zye2y 
C4) ee (5) 7 一 《6) Xe 二 zlnz ” 
19. (1) x*(1+lnz); (2) dnz)"|Indnz) + ]; 
nz 
” -之 sinz 2xsinz 
G) (i) mit) re [cosana+zO 一 2 ], 
(5) MET2(3—z) | 1 -5 1] 
(Z 十 5)5 2(z 十 2) 3 一 工 十 1 了 
(6) 之 “十 6x? 十 1 /xzCzz 十 1) 
3z(1 一 Z4) YN (zZ2 一 1)2 
1 1 
20. (1) [去 -天 jaz， (2) (sin2z 十 2zcos2z)dzy (3) (zz 十 1) dz; 
jn 一 
(4) 2 20dx (5) er*fsin(3 一 z) 一 cos(3 一 z)]dzi 
(6) 8ztan(1 十 2z2)secz(1 十 2z2)dx。 
30 _1 cosb 一 bsing t 
21. (1) 2a!? (2) t 昌 (3) 1—sing— Ocos0; (4) 2 
22.、 人 / 3 一 2. 
23. (1) 4 一 点 ， (2) 2ze (3+2z); (3) —2e-‘cost; (4) 0; 
XX 1 1 
(5) 2arctanz 十 ] 十 二 [ 径 2; (6) OT (7) i (8) in 
24. (1) er(ztn)) C2) (1) 2 (0n22), 
(3) 2isin[2z+(n—D]; (4) — 4e’cosz. 
25. ZX 十 2y 一 4 二 0. 
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导数 与 微分 的 应 用 


3.1 拉 格 朗 日 中 值 定 理 


定理 1 设 函 数 yf(zx) 满 足 ; 
1) 在 闭 区间 [4a,5] 上 连续 ; 
2) 在 开 区 间 (a,6) 内 可 导 ， 
则 在 开 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 个 点 &€ (a,b) ,使 得 下 面 的 等 式 成 立 ; 
0H = pe) 
定理 1 叫做 拉 格 朗 日 中 值 定理 (Lagrange mean-value theorem). 
下 面 对 定理 1 从 几何 图 形 上 给 予 直观 解释 . 从 图 
c AN (6)_f(a) 3.1 可 以 看 出 , 当 y= 二 f(z) 满 足 条 件 1) 和 2) 时 ,平行 
下 < 移动 割 线 AB, 直 到 它 成 为 图 形 上 菜 一 点 C6,f(&)) 
| 的 切线 为 止 . 据 导数 的 几何 意义 知道 ,过 C 点 的 切线 
| 
b 


(3. 1) 


的 斜率 是 (6), 而 割 线 48 的 斜率 是 人 多 二 人 (2， 
” 故 (3.1) 式 成 立 . 
图 3.1 从 物理 上 解释 ,如 果 y=/(4) 表 示 作 变速 直线 运 
动 的 一 物体 在 时 刻 :时 的 位 移 , 则 瞬时 速率 为 (7). 
该 物体 在 时 间 间 隔 为 A 一 b 一 a 内 的 平均 速率 是 并 的 二 大 87. 据 定理 1 ,存在 4E 
(a16) ,使 得 在 :=& 时 的 瞬时 速率 疡 (6) 等 于 平均 速率 
在 医学 领域 中 ,各 动力 学 所 讨论 的 某 些 变量 的 变化 过 程 中 , 据 定理 1 可 知 ,至 
少 有 一 个 时 刻 的 瞬时 变化 率 等 于 平均 变化 率 . 这 就 是 Lagrange 中 值 定理 在 医学 中 
的 实际 意义 . 
但 美中不足 的 是 ,定理 1 只 肯定 了 点 ($,f(é)) 的 存在 性 ,至 于 确定 点 的 确切 


1 
| 
| 
| 
a 
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位 置 , 需 寻 求 其 他 方法 来 解决 . 
3.2 导数 在 求 函 数 极限 中 的 应 用 


如 果 当 z~>a( 或 zco) 时 ,函数 FCz) 和 8g(z) 同 时 趋 于 零 ( 或 趋 于 无 穷 大 ) , 那 


么 ,函数 极限 了 2 也 可 能 不 存在 . 通常 把 这 种 极限 式 叫做 不 定式 ， 


并 分 别 简 记 为 他 或 二 .例如 lim si 本 就 是 二 型 不 定式 . 对 于 这 类 不 能 用 商 的 极限 法 
出来 计算 的 函数 极限 ， L? Haital( 洛 必 达 二 ) 法 则 为 我 们 提供 了 简便 而 有 效 的 方法 
定理 2 L’Hospital 法 则 
如 果 1) limf(z)=limg(z)=0( 或 oo); 
2) 万 OE (7z) 在 a 点 附近 均 存 在 ,是 g' (zx) 关 0 
3) lim 穷 大 )， 











es 


fx) f (zr) 
{| 二 
则 lim zz) = im cz， 《3. 2) 


若 新 表达 式 仍 为 不 定式 , 且 满 足 定理 2 的 条 件 ,可 继续 使 用 该 法 则 . 
例 1 求 lim < 一 !. 


zr=0 Sin 并 








2 27 
， €“—l] ,. 2e 
解 lim 一 一 一 一 lim 一 2. 
rr0 SINX x0COSTI 


3 
例 2 求 lim -过 二 2z 十 2 
工人 1 





加 3z2 一 3 一 lim 6zx 3 
3 rl 6r7—2 2° 








小 否则 将 导 
致 错误 结果 . 在 使 用 1 Hospita 法 则 时 要 注意 这 上 
对 于 x>oo 时 的 不 定式 或 之 型 ,定理 2 仍然 有 效 . 


例 3 求 lim Fn>0,z>0). 
1 


解 原 式 = lim 二 = lim 1 ;二 0. 
人 十 co 也 位 


十 co71 2 





例 4 求 Jim 到 (n€EN,2>0). 





解 原 式 = lim 1 lim 1 一 
€ 


nl 
= lm je e*™ =0. 


例 3 和 例 4 说明, 当 xz 一 十 co 时 ， 虽然 对 数 函 数 Inz, 窒 函数 x" 和 指数 函数 e* 
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都 趋 于 正 无 穷 大 ,但 指数 函数 增长 较 快 , 客 函 数 次 之 ,对 数 函 数 较 慢 . 


除了 上 述 两 种 不 定式 类 型 外 ,还 有 不 定式 0，ce,ce 一 cp,0",1” ,oo' 等 .它们 均 


可 转化 为 型 或 袜 型 
例 5 求 Jim zr * lnz (0。co 型 ). 
1 
解 原 式 = lim 宇 (型 )= lim 一 lim,( 一 z)==0. 


0 十 0 1 





工 Xx? 


例 6 求 lim| 寺 -二 | (oo 一 oo 型 ) 


、 ， e “一 1 一 过 ,0 
解 原 式 一 lim ze ) 0 型 ) 

=lim -一 一 lim el. 
ro Ze" 十 e 一] ro ve 十 2e7 2 


例 7 求 lim (1 十 元 入 (mER)(1” 型 ). 


. | 
解 ” 原 式 =lime™ TD 一 ent) 
one 








1 








特别 地 , 当 m==1 时 ,导出 重要 极限 lim (1 十 十 )*=e. 


; im ee /% 
例 8 求 lim, rie ( 志 型 )， 
解 原 式 = lim 人 +e (XN)= lim ee 
TI*+o0 CO Te 十 oo 


e”—e ” e* 十 e 





—x 








回 到 了 题目 的 原来 形式 ,说 明 L*Hospital 法 则 在 例 8 中 失效 ,需要 寻求 其 他 方 


法 来 解决 问题 . 用 e 乘 分 子 和 分 母 , 有 





3.3 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


如 果 函 数 y= jz) 在 点 zo 处 可 导 , 当 |Az| 二 之 1 时 ， 
有 
AyXdy=f (zx0)Ax, 
即 
fzotAr)— f(r Tf (ro)Ar, 
jzo 十 Az)s< f (zo) f (ro)Axr. 
利用 公式 (3. 3) 可 以 近似 地 计算 复杂 函数 在 x 二 xz, 十 Ax 处 的 函数 值 , 


(3. 3) 
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例 9 对 某 疾 病 用 某 放射 性 元 素 进行 放射 治疗 . 已 知 该 放射 性 元 素 的 存在 量 
M 二 MQ) (单位 :mg) 与 时 间 z 单 位 :h) 的 函数 关系 为 
MCG) = Moe 一 
其 中 Mo 为 放射 性 元 素 的 初始 量 . 若 MM, 二 30 mg; 问 经 过 5 分 钟 后 MC() 二 ? 
解 M'() 二 一 2.0782Moe ?2 
to=0,At=5 min=0. 0833 h， 
t=to At=0.0833 h, 
M(to)=M(0)= Mo,M (0)=M (0)=—2.0782M,, 
M(2)= M(t A MO) M’ (0 Ar 
=M—2.0782M0At 
一 30 一 2.0782X30X0.0833 
24. 8066 meg. 
即 经 过 5 分 钟 ,该 放射 性 元 素 还 剩 24. 8066 mg. 


3.4 导数 在 判别 函数 单调 性 方面 的 应 用 


定理 3 如 果 f(z) 在 [4,6 连续, 在 (a,5) 内 可 导 , 则 
了 在 (4a,) 内 六 (zx) 之 0 二 f(z) 在 (a,6) 内 单调 上 升 ， 
2) 在 (a,6) 内 了 (rz)<0 过 f(x) 在 (a,5) 内 单调 下 降 . 
证 设 在 (a,5) 内 ,r(xz) 之 0. 对 任意 iyxi€E (4a,6), 当 之 x; 时 ,由 Lagrange 
中 值 定理 ,有 《E€ (zi,z2) ,满足 
fz2) — fz) 
X27 XI 

因为 Ff (€)>0,7rs—zi>0, 
所 以 f(x2)~—f (zx1)>0. 
故 函 数 f(x) 在 (a,5) 内 单调 上 升 . 
同 理 可 证 (zx) 过 0 时 ,函数 f(z) 在 (a,5) 内 单调 下 降 . 
例 10 讨论 函数 f(z) 二 2z’ 一 9z? 十 ]2z 一 3 的 单调 性 . 
解 f(zx) 的 定义 域 为 (一 co, 十 oo); 

刀 (z) 一 6z? 一 18z 十 12 一 6(z 一 1)(z 一 2); 

刀 (z)=0 的 点 ;z 一 1,z 一 2. 


= f (6), 








列表 讨论 如 下 : 
工 《一 co 1) 1 (1 ,2) 2 (2,+o0) 
f(r) 十 0 一 0 十 





f(x) 7 2 AS 1 7 
CC 


例 11 讨论 f(z)=ln|z’ 一 1| 的 单调 性 . 
解 ” f(z) 无 定义 的 点 :zx 二 1 ,zx 二 一 1; 








jz) 的 定义 域 为 ;( 一 cc, 一 1)U( 一 1)UG 十 co); 


) 2 
|z|>1 时 :PCz) 一 [ln(z 一 1)] 一 元 二 








lzl<1 时 :=[nd 一 z9] 了 = 
PCz)= 一 0 的 点 :Zr 一 0; 
廊 (z) 在 f(x) 定义 域内 无 定义 的 点 ;无 . 











列表 讨论 如 下 : 

工 (~—00,—1) —1 (—1,0) 0 0.1) 1 (1,+o0) 
f(z) 一 十 0 一 十 
flr) S| pl 0 3 pa 





3.5 导数 在 求 函 数 极 值 方面 的 应 用 
3.5.1 极 值 的 概念 


定义 ” 设 函 数 f(z) 在 ze 的 某 邻 域内 有 定义 ,如 果 对 该 邻 域内 任意 的 z(z 尖 
zo) 均 有 
f(ro)<fr), 
则 称 jx) 在 点 ze 取得 极 小 值 (relative minimum) (xo) ;而 点 zo 称 为 A(x) 的 极 小 
值 点 . 
如 果 对 该 邻 域内 任意 z(z 关 zo) 均 有 
fro)>f (zx), 
则 称 f(x) 在 点 zo 取得 极 大 值 (relative maximum)f(zo), 而 点 zo 称 为 (x) 的 极 大 
值 点 . 
函数 的 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 (extremum) ,函数 的 极 大 值 点 和 极 小 值 点 
统称 为 极 值 点 . 
如 例 10 中 的 函数 A(z)=2z: 一 9z? 十 12z 一 3 的 极 值 点 是 z=1 和 x=2, 极 什 
是 A(1)=2 和 f/f(2)==1. 其 中 /(1)=2 是 极 大 值 ,f(2) 二 1 是 极 小 值 . 
由 定义 可 知 ,函数 f(x) 的 极 大 值 与 极 小 值 是 局 部 概念 . 函数 f(z) 在 其 定义 域 
内 可 能 有 若干 个 极 值 , 某 个 极 大 值 亦 有 可 能 小 于 某 个 极 小 值 . 读者 自行 画图 验证 . 


3.$.2 极 值 的 求法 


定理 4 〈 可 导 函 数 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 设 函 数 y 三 f(x) 在 zo 处 有 极 值 ， 
且 思 (zo) 存 在 , 则 f(xo)=0. 

该 定理 在 几何 图 形 上 的 直观 解释 是 ;一 个 可 导 函 数 jz) 在 取得 极 值 处 的 曲线 
的 切线 是 水 平 的 . 

要 注意 的 是 :一 个 函数 f(x) 在 x 处 的 导数 (zo) 不 存在 ,f(zxo) 亦 有 可 能 是 极 
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值 .如 y= 了 f(z)=|zx| 在 zo==0 处 的 导数 (0) 不 存在 ,但 f(0)==0 是 y= f(x) 
|z| 的 极 小 值 .于 是 ,有 如 下 判别 定理 . 
定理 $5 设 函 数 y= 了 f(z) 在 点 xo 邻 域 内 可 导 , 且 f" (xo) 二 0( 或 f(zo) 不 存 
在 ), 当 xz 递增 变动 经 过 点 zo 时 、 
1) 若 PCz) 由 负 变 正 , 则 f(x) 在 点 ze 处 有 极 小 值 f(xo); 
2) 车 (xz) 由 正 变 负 , 则 f(z) 在 点 ze 处 有 极 大 值 f(x); 
3) 者 户 (z) 的 符号 不 变 , 则 f(x) 在 点 ze 处 就 没有 极 值 . 
例 12 求 f(z) = 一 人 nlrt2 的 极 值 . 
解 f(x) 的 定义 域 为 (一 co ,十 ce)i 
f (rz)=rx 27 +r=r (rm 1)’; 
f'(r)=0 的 点 :z 一 0,z 一 1 
刀 (z) 不 存在 的 点 :无 . 
据 定理 5 进行 判定 ,列表 如 下 ， 
-- 








zx 《一 co 0) 0 (0,1) 1 (1 ,十 co) 
f(z) 一 0 十 0 十 
flz) NS 极 小 值 ACo) 一 2 7 不 是 极 值 Bl 


故 x 二 0 是 极 小 值 点 , 极 小 值 为 /(0) 二 2. 
例 13 求 f(r)=x$ (zx 一 5) 的 极 值 . 


解 。 f(z) 的 定义 域 为 (一 oo, 十 0); 


f (0)= 3 (rr 


f(r)=0 的 点 :zx 一 2; 
刀 (z) 不 存在 的 点 :zx 一 0. 











列表 判定 如 下 : 
工 (一 co,0) 0 (0,2) 2 (2, 二 00) 
f(r) 十 不 存在 一 0 十 
f(x) 7 极 大 值 f(0)=0 忌 。 极 小 值 fC2)=-3~4 7 


故 z 一 0 是 极 大 值 点 , 极 大 值 f(0)==0;z=2 是 极 小 值 点 , 极 小 值 f(2)=—3~4. 
定理 6 设 f(z) 在 点 x 处 有 二 阶 导 数 , 且 了 (zo) 二 0, 那 么 ，; 
1) 若 广 (zo) 之 0, 则 fCzo) 为 极 小 值 ; 
2) 若 广 (zo)<0, 则 f(zo) 为 极 大 值 ， 
3) 车 了 (zo)==0, 则 不 能 判定 了 (zo) 是 否 是 极 值 . 
若 出 现 情况 3) , 称 为 定理 6 失效 , 可 以 用 定理 5 或 极 值 的 定义 来 判定 . 
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例 14 试用 定理 6 来 判定 例 12 中 jz) 的 极 值 . 
解 (x) 二 3z: 一 47 十 1， 
(0) 二 1 之 0, 故 了 (0) 二 2 是 f(x) 的 极 小 值 ; 
(1)==3 一 4 十 1 二 0, 定理 6 失效 ， 
而 例 12 中 用 定理 5 判定 Fl) 不 是 f(z) 的 极 值 . 


3.6 导数 在 求 函 数 的 最 大 值 与 最 小 值 方面 的 应 用 


在 医学 科研 和 实验 中 ,常常 涉及 到 求 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 问题 . 
求 函数 y==/(x) 在 闭 区 间 [a,6j] 上 的 最 大 (小 ) 值 的 步 又 如 下 : 
1) 求 出 f(z) 在 (a,6) 上 廊 (z)==0 的 点 和 户 (z) 不 存在 的 点 处 的 函数 值 ; 
2) 求 出 Fa) 和 F(p); 
3) 找 出 以 上 数 中 的 最 大 (小 ) 者 . 
例 15 求 F(z) 王 zi 一 3z2 一 9z 十 5 在 [一 4,4j 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 f(x)=3zx: 一 6z 一 9 二 3(zx 二 1) (zx 一 3)， 
刀 (z) 一 0 的 点 :z 一 一 1,z 一 3; 
刀 (z) 不 存在 的 点 :无 . 
因为 太一 1) 王 10,7(3) 一 一 22,7( 一 人 = 一 71,7(4) 一 一 15, 所 以 rz) 的 最 大 值 是 
太一 1) 一 10, 最 小 值 是 A( 一 4) 一 一 71. 
在 解决 实际 问题 时 ,常常 根据 问题 的 性 质 ,判定 函数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 是 取 
最 大 值 ( 或 最 小 值 ), 这 时 如 果 计 算出 f(z)=0 的 点 只 有 一 个 ,那么 这 个 点 便 一 定 
是 函数 f(z) 的 最 大 值 (或 最 小 值 ). 1 
例 16 按 1mg/kg 的 比率 给 小 鼠 注射 磺胺 药物 后 ,小 鼠 血液 中 磺胺 药物 的 浓 
度 可 表示 为 
y= f(t) = 1.06+ 2.59 一 0.7722， 
其 中 ,y 表示 血液 中 磺胺 浓度 (g/100L), 表示 注射 后 经 历 的 时 间 Cmin). 间 4 为 多 
少时 ,y 达到 最 大 值 ? 
解 所 (2)=2.59 一 1, 54t， 
令 忆 (=0, 计 算得 二 1.682 (min)， 
f(1.682)=1.118 (g/100L) 
所 以 当 上 一 1.682 min 时 ,血液 中 磺胺 浓度 达到 最 大 值 1. 118 g/100L. 


3.7 应 用 导数 判别 曲线 的 凹凸 性 及 损 点 


为 了 研究 函数 变化 的 特性 和 快速 准确 地 作出 函数 的 图 像 ,必须 研究 曲线 的 村 
曲 方向 以 及 曲线 在 哪些 点 改变 了 弯曲 方向 .关于 曲线 的 弯曲 方向 ,用 曲线 与 其 切线 
的 相对 位 置 来 描述 . 在 图 3. 2 中 曲线 位 于 切线 的 上 方 ,把 这 一 段 曲线 叫做 凹 的 
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(Concave); 在 图 3. 3 中 曲线 位 于 切线 的 下 方 , 把 这 一 段 曲线 叫做 凸 的 (Convex). 





从 图 3. 2 可 以 看 出 ,曲线 为 四 状 时 , 随 着 z 的 增 大 ,函数 f(z) 的 斜率 tana 一 
广 (z) 也 在 增 大 , 即 r(x) 是 单调 上 升 的 . 如 果 f(z) 的 二 阶 导 数 了 (zx) 存在 , 则 必 有 
三 (z)>0. 同 理 可 知 , 当 曲 线 为 凸 状 时 ,如 果 f(z) 的 二 阶 导 数 r(x) 存 在 , 则 必 有 
f (zx)<0. 
曲线 凹凸 部 分 的 分 界 点 称 为 曲线 的 拐点 (point of inflection ). 
于 是 得 到 曲线 凹凸 性 及 拐点 的 判别 法 则 ; 
定理 7 设 函 数 y= 了 f(r) 在 (a,5) 内 二 阶 可 导 ， 
1) 在 (a,8) 内 , 若 户 (z)>0, 则 曲线 y= rz) 在 (ea, 纪 内 是 止 的 ; 
2) 在 (ea,b) 内 , 若 户 (z)<0, 则 曲线 y= (zz) 在 (ab 内 是 凸 的 . 
3) 在 ze 附近 ,六 (z) 改 变 符号 , 则 点 Lzo, PCzo)] 是 曲线 一 rz) 的 拐点 . 
例 17 求 曲线 y=e-* 的 四 西区 间 及 损 点 . 
解 ” 洱 数 定义 域 为 (一 oo ,十 co); 
y=—2re-”; 
y 一 2(2z2 一 1)e-=. 
y=0 的 点 :z= 土 - 广 ， 


J 
y 不 存在 的 点 :无 . 
列表 讨论 如 下 ， 











y 拐点 凸 拐点 





上 表 说 明 y 在 区 间 | 一 eo， 六 | 利 方 ,fjmRmg, 夺 - 皮 , 二 | 
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1 1 


1 1 
. 个 点 9 9 ， 
内 是 廿 的 . 有 两 个 拐点 Fy ) 和 ( 了 ) 








3.8 应 用 导数 快速 作出 函数 的 图 像 


在 医学 科研 和 实验 中 ,常常 需要 作出 隆 数 的 图 像 . 用 撒 点 法 可 以 作出 函数 的 图 
像 , 但 描 点 法 所 选取 的 点 不 可 能 太 多 , 且 不 一 定 能 选取 到 一 些 关键 性 的 点 (如 拐点 
和 极 值 点 ), 因 而 不 能 较 准确 地 表示 函数 的 图 像 . 利用 学 过 的 导数 知识 ,就 能 快速 准 
确 地 作出 函数 的 图 像 . 步 缀 如 下 ， 
1) 确定 函数 y 二 A(z) 的 定义 域 ,讨论 奇偶 性 、 对 称 性 、 周 期 性 ，; 
2) 利用 y= 六 (zx) 确定 函数 的 单调 区 间 、 极 值 点 ; 
3) 利用 y=f*(z) 确 定 函 数 的 四 西区 间 、 损 点 ，; 
4) 利用 极限 确定 函数 的 渐 近 线 (Asymptote): 
车 lim f(x) 二 5b, 则 y=6b 是 y= zxz) 的 水 平 渐 近 线 ; 
若 limf(x)==o0, 则 X=a 是 y 二 f(x) 的 和 王 直 渐 近 线 ， 
若 Jim [ /aca#0) 有 lim [f(x)—az]=6, 则 y==az 十 6 是 y= 了 (zx) 
的 斜 渐 近 线 ; 
5) 找 出 必要 的 辅助 点 (如 曲线 与 坐标 轴 的 交点 等 ). 
例 18 描绘 出 y=e-* 的 图 像 (此 函数 在 数理 统计 中 有 重要 作用 ). 
解 ” 定 义 域 (一 0, 十 co),f( 一 x)= 了 (zx); 
y=—2zre*,y—0 的 点 :x 二 0,y 不 存在 的 点 :无 ; 


y=2(2r:—1)e ,y=0 的 点 :z 一 土 一 一， 


V2 
y 不 存在 的 点 :无 ; 
limy=lime™" =0,y=0 是 函数 的 水 平 渐 近 线 ,im 一 一 0， 函数 无 斜 渐 近 线 ， 
列表 讨论 如 下 : 




















y 十 十 0 一 一 
>» 十 0 一 一 0 十 
y ~ 据点 J/ 极 大 值 ”人 据点 





极 大 值 y(0)==1, 损 点 值 :y( 一 上)=y( 一 = 
y 值 :y VF 二) 二 
例 19 描绘 口服 . 肌 注 血 药 浓度 模型 
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Ale™™ e 一 220 
ay 一 al 
的 图 像 . 其 中 ,01,02 为 正常 数 且 02 DGl。 


(ase "2 _ gle") 


C(t) = 











1 
C (1) = jo, ， 
] Oy 
! -一 ~ 占 . = ] 一 ， 
C' (¢) 0 的 点 ;: 刀 oa n DZ 图 3 4 
C’'(z) 不 存在 的 点 :无 ; 
C"() = Alofe 一 ce) 





0z 一 0 





C“() 二 0 的 点 :ts 二 


0Iz 一 0 ol 
C”(z) 不 存在 的 点 :无 ; 
Jim C()=0,y=0 是 CG) 的 水 平 渐 近 线 ; 








. CC es 
lim “0 0, CG) 无 斜 渐 近 线 . 
列表 如 下 
i (C0,11) tl (£1»t2) t2 (t2; 十 00) 
CC 十 0 一 一 
C"(t) 一 一 0 十 





cd) /一 极 大 什 拐点 \ 





“ CQ) 的 最 大 值 CCD) 一 公 ( 守 ) 本 5 ( 令 如一 石 ); 
Cnmax| 一 Il Ol 
A 20, 
CC) 的 拐点 值 CC) 一 全 2 二 2 (2 )3 抱 ， 
1 1 
Om ' 作 图 3.5. 








Co Co 


心 


a 


On 


~] 


8, 


习题 3 


. 验证 A(x) 二 arctanz 在 [0,1] 上 是 否 满 足 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 若 满 足 ,é 二 ? 


. 利用 拉 格 天 日 中 值 定理 证 明 |sinx 一 siny| 志 |z 一 yl. 
:利用 罗 必 达 法 则 求 下 列 极限 : 


er 一 1 . tanx 

一 一 一 一 l 

cosZ 一 1” (2) tan3xz 
2 





(1) lim 
TI"0 


(3) limz (et—1), (4) lim(1+ ey, 


. 利用 微分 计算 下 列 各 式 的 近似 值 


(1) el 951 (2) arctan1. 020 


. 讨论 下 列 函 数 的 单调 性 ， 


(1) y 一 Z 一]n(1 十 z)，(2)y 一 工 一 Inz， 


(3) y=arctanzr—~z. 


. 求 下 列 函数 的 极 值 ; 


(1) f(x)=27—3zr 二 +1,(2) f(z)=zx—ln(l+zr), 
(3) f(x)=27°—67r:—18zx++10, 
(4) f(x)=x'—87r’ 二 227 — 24zx++20. 


, 求 下 列 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 : 


(1) y 一 2z 一 3 十 5 xzE[—1,4], 
(2) y=z 十 AVIz xzxE[ 一 5,1], 
水 中 氢 离 子 浓度 和 和 氧 离子 浓度 的 乘积 为 10-*, 问 应 有 怎样 的 氢 离 子 浓度 


时 , 氢 离 子 浓度 和 氧 离子 浓度 之 和 为 最 小 ? 
9. 在 某 化 学 反应 中 ,反应 速度 V 与 反应 物 的 浓度 x 的 关系 为 


其 中 a 


大 ? 


V = kr(a — rx), 
是 反应 开始 时 反应 物 的 浓度 , 是 反应 速率 常数 , 问 z 为 何 值 时 反应 速度 最 


10. 求 下 列 函 数 的 止 凸 区 间 及 拐点 并 描绘 出 图 形 ; 


(1) y=xze *, (2) y=ln(1+z’). 





必 区 中 


8. 
9. 
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习题 3 答案 


= 全 一 1 


. 考查 函数 f()=sint zxE [zy]. 
， (1) 一 2， (2) 3， (3) 1， (4) e”. 
» (1) 提示 el 0i0 一 el+0010; 


(2) 提示 arctan1. 020==arctan(1 十 0. 020). 


(2) xE€ (0,1) 时 单调 下 降 ,x€ (1, 十 co) 时 单调 上 升 ，; 
(3) 在 (一 ce ,十 cc) 内 单调 下 降 ， 


. (1) 极 大 值 f(0)==1, 极 小 值 FG ) 一 0; 


(2) 极 小 值 f(0)=0，; 
(3) 极 大 值 f( 一 1)=20; 极 小 值 F(3) 一 一 44; 
(4) 极 大 值 FG1)=11, 极 大 值 f(2)=12, 极 小 值 f(3)= 二 11. 


. (1) maxf (zx)=/f(4)=80,minf(z)=f(~—1)=0; 


(2) maxf(z)—f(E)=3 ,minf(z)=/(—5)=—5+MVG. 


10-? 
7y(&)= 妈 


2 


10. (1) zE (一 co,2) 时 曲线 凸 ,zE (2, 十 co) 时 曲线 上 四 ,拐点 (2,2e-2); 


(2) XE (一 1,1) 时 曲线 凹 ,zE (一 c, 一 1)U(C ,十 co) 时 曲线 凸 ,拐点 是 
《一 1,]n27 和 (1,ln2). 
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本 章 介绍 不 定 积分 的 概念 .性 质 和 计算 方法 . 
4.1 不 定 积 分 的 概念 


前 面 介 绍 了 导数 和 微分 的 概念 ,它们 是 对 函数 (曲线 ) 进 行 微 观 分 析 的 方法 , 若 
已 知 曲线 (x), 研究 曲线 在 点 x 处 的 斜率 , 即 求 其 导数 F' (z) ,不 定 积分 则 是 一 个 
相反 的 问题 ,是 从 微观 到 宏观 的 一 种 研究 方法 , 即 由 斜率 f(x) 求 曲线 (zr). 又 如 ; 
质点 在 时 刻 i 的 运动 速度 w(t) 表示 了 质点 运动 的 微观 特性 ,其 运动 的 轨迹 方程 (1) 
表示 了 质点 运动 的 整体 特性 ,由 s() 求 v(t) 是 求 导数 , 即 5 G4)==v(2); 由 v2) 求 5(1) 
是 求 不 定 积分 . 因此 ,不 定 积 分 实际 上 是 已 知 某 函 数 的 导数 , 求 该 函数 . 它 可 以 理解 
为 导数 运算 的 逆 运 算 . 
4. 1.1 不 定 积 分 的 定义 


定义 1 若 所 (x) 一 f(z), 则 称 F(zx) 为 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,[F (zx) 十 C] 为 
了 (xz) 的 不 定 积分 (Indefinite Integral). 记 
| reedaz=Fco+CCC 为 任意 常数 )， 


其 中 符号 | 称 为 积分 号 ,f(z)dz 称 为 被 积 表达 式 ,f(z) 称 为 被 积 函 数 .x 为 积 
分 变量 . 

由 定义 可 知 ,f(zx) 的 原 函 数 有 无 穷 多 个 , 即 [F(z) 十 C1; 将 导数 公式 逆向 观察 ， 
可 以 写 出 对 应 的 不 定 积分 公式 ; 

© | ouz=c， 


3 1 于 十 1 
@ | zdz= 寺 ix 十 C， 








® [zdz=Inlzl+C, 

@ | adr=pBse +C, 

@ | “dz=c+C， 

@ | sinzdz 一 一 cosz 十 C， 
@ | coszdz 一 sinz 十 C， 

| seczzdZz 一 tanz 十 C， 


@ | csczzdz 一 一 cotZ 十 C， 





dz . 
10 一 arcsinx 十 C， 
@| 
OD | 了 二 arctanzx 十 C， 

全 | secztanzdz 一 SecZz 十 C， 


(3 | csczcotzdz 一 一 cscZz 十 C. 
以 上 基本 积分 公式 应 该 熟 记 ,切忌 与 求 导 公式 混 清 . 需要 说 明 的 是 ， 
1) 公式 @@ 中 由 于 当 *<0 时 ，[ln( 一 z] 一 二 (一 zy 一 二 ， 故 当 z<0 时 有 


| 去 dz 一 In( 一 x) 十 C, 与 >>0 的 情况 合并 即 为 公式 3)， 








2) 当 f(z) 在 (a,6b) 内 连续 , 则 | f(z)dz 存在 ,但 不 一 定 能 用 初等 函数 表示 出 
来 . 
例 1 用 定义 验证 | exrcosezrdxz 一 sine* 十 C 
解 ”因为 (sine* 十 C)' 一 ercoser, 故 
| e"cose"dz=sine* 十 C. 
例 2 求 (zx) 一 zj 的 导数 ,然后 按 不 定 积分 的 定义 写 出 相应 的 不 定 积 
分 表达 式 . 
1 、 2 
解 FF'(zx)= Cozt1yz 一 / (7)， 故 


2 1 1 
| 五 生 ae- 二 D+c 
4.1.2 不 定 积分 的 几何 意义 


由 不 定 积分 的 定义 可 知 , 求 函数 /jz) 的 不 定 积分 即 是 求 满足 [PCz) 十 CT] 
二 f(z) 的 函数 族 y==F(z) 十 C, 由 于 y=FCx) 填 C 表示 一 族 曲 线 , 取 不 同 的 C 值 ， 
曲线 的 位 置 就 不 同 ,其 中 每 条 曲线 在 点 x 处 的 切线 的 斜率 都 为 fCz). 因此 ,从 几何 
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上 理解 ,函数 f(x) 的 不 定 积分 即 是 由 曲线 y=F(z) 沿 y 轴 方 向 上 下 平移 而 得 到 的 
一 族 曲 线 , 它 们 在 点 < 处 的 斜率 为 f(z), 这 族 曲 线 叫 做 消 数 f(z) 的 积分 曲线 族 
(Family of Integral Curves). 在 实际 问题 中 , 按 一 定 的 条 件 取 某 一 个 特殊 的 C 值 ， 
得 到 其 中 一 条 积分 曲线 . 

例 3 求 通过 点 (1,5), 且 曲线 上 任 一 点 z 处 的 斜率 为 2z 的 曲线 方程 . 

解 ” 由 题 意 斜 率 为 2z 的 全 部 曲线 为 


37 一 | 2xdz=z’+C,， 


当 Xz 二 1 时 ,y= 二 5, 故 5 二 1 十 C, 得 C=4. 
故 所 求 曲 线 为 y=xz? 十 4. 


4.1.3 不 定 积分 的 性 质 


从 不 定 积分 的 定义 和 导数 的 性 质 ,可 得 到 不 定 积分 的 如 下 性 质 : 
D [| tear] -Area rodz= rodri 


[a (z)dz 一 gCz) 十 C， | age?=ecoD+Ci 
2) | kf (x)dzr=k | f(z)dx,k 为 非 零 常数 ; 


3) | [rz) 士 g(z)]dz= | rezydzt | gdz. 
证 明 从 上 略 . 

利用 以 上 性 质 , 按 积分 公式 可 直接 计算 一 些 简 单 的 积分 . 
例 4 | (8z: 十 5x6 一 x7)dzx 一 9 z+ 2 一 十 C， 


例 5 | (tan2z 一 人 一 1)dx 一 | (sec2 交 一 人 /并 一 2)dz 一 tanz 一 全 MXC— 





2z 十 C， 
l+2r+zx’ [2z+0Q+r), (2 1 
全 6 | 5 | GHz) d= | d+ | Fdr=2aretans 
+tln|lz|+C. 


例 7 sin dr= | 言 (cosz)dz= 士 (zsinz)+C. 


1. 车 | f(z)dr=ze*+C, 则 f(z)=? 


2. 车 下 (Zz) 和 G(r) 者 是 FCz) 的 原 函 数 , 它 们 之 问 的 关系 怎样 ? 由 此 可 得 出 什 
么 结论 ? 
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1. f(x)= (xe”+C)'=e”+2re”. 

2. 因为 [G(x) 一 F(x)] = 二 f(x) 一 f(z)==0, 故 [G(x) 一 F(zx)]=C. 
G(X)=F(z)+C. 

由 此 可 知 , 若 (Xz) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 F(x) 十 C 是 f(z) 的 金 体 原 函 数 ， 


亦 即 f(x) 的 不 定 积分 为 它 的 全 体 原 注 数 . 


4.2 换 元 积分 法 


积分 法 是 积分 学 的 一 个 极为 重要 的 内 容 , 它 是 学 习 定 积分 .广义 积分 和 微分 方 
程 等 内 容 的 基础 ,方法 比较 灵活 ,需要 一 定 的 技巧 ,因此 积分 法 的 学 习 极 具 吸 引力 
和 趣味 性 . 换 元 积分 法 (integration by substitution) 是 利用 复合 函数 求 导 法 则 ,对 
被 积 表 达 式 作 适 当 的 变型 ,从 而 利用 公式 进行 积分 的 方法 . 据 变 换 的 过 程 不 同 ,可 
分 为 两 类 . 


4. 2. 1 第 一 换 元 法 
请 看 实例 : 
求 | cos2xzdz 由 于 | Jsin2z+C| 一 cos2z, 按 定义 ， 结果 应 为 了 sin2z 十 C， 而 


不 是 sin2z 十 C. 为 什么 ?因为 cos2z 是 一 个 复合 函数 ,必须 改变 其 结构 ,才能 直接 用 
积分 公式 ,方法 如 下 ; 





| cos2zdz 一 记 | cos2zd(2z)- 人 人 | cosudu 一 sinu 十 C 一 六 sin2z 十 C. 
推广 到 一 般 情 形 有 


定理 1( 第 一 换 元 法 ) 设 w=g(zx) 可 导 ,F'(w)= f(x), 则 | f (p62))9' (dz 


= | fdu=F oe) tC=F gz))+C. 


证 明 由 复合 函数 的 求 导 法 则 ,有 [FCyg(z))] 二 f(glzr))g'(z). 而 9' (x)dr= 
du, 再 由 不 定 积分 的 定义 即 有 


| reecry?p'czdz= | fdau=F0 tC=F (ge) +C. 


uU=x? 








例 8 | sinr’2zdz | sinudu 二 一 cosu 十 C 二 一 coszx’ 十 C. 
如 果 不 写 出 中 间 变 量 ,其 运算 过 程 可 写 为 
| sinz22zdz 一 | sinx’d (x)= —cosz’+C. 


从 上 例 可 以 看 出 解 题 的 关键 是 找 出 新 的 微 元 du 一 dp(z) 二 y (zx)dz, 故 第 一 换 
元 法 也 称 为 资 元 法 ,以 下 再 举 几 个 例题 熟悉 此 种 方法 ,请 注意 解 题 时 可 以 不 写 出 
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dx，, 只 需 清楚 表示 什么 . 
er? |e Td zr)=2e™* 十 C. 





本 题 中 xs= ~ xz , 解 题 过 程 中 省 略 了 . 








d( 卫 ) sec? 六 dltan 二 ) 
全 20 Er -| 1 二 | 3 | tan 之 
Sn 2 2 2 


一 CQS 并 


十 C 王 In|cscxz 一 cotz| 十 C. 








=Inltan 31+C=In | = 
由 于 cosz 一 sin(z 十 了 )， 利用 上 题 结 果 ,可 得 [ 生 -nlestanalte 


例 11 | an xdz = | tanxr(sec’x—1)dr= | tanzsec’ dz 一 | tanzdz 


d(cosz) _ 二 tan2zr 十 ln |ecosz| 十 C. 
COS 工 2 


| 
一 | tanzdctanz) 十 | 
例 12 [ce | Cottc. 
从 以 上 例题 可 知 ,用 第 一 换 元 法 解 题 时 , 既 要 熟悉 微分 公式 ,能 凑 出 微 元 ,使 等 
式 成 立 ,又 要 熟悉 积分 公式 ,使 得 竣 元 后 的 表达 式 可 以 利用 积分 公式 ,其 中 便 强 涵 
着 解 题 的 乐趣 和 成 就 感 . 为 提高 解 题 技巧 ,希望 读者 特别 注意 以 下 两 方面 ， 
(a) 观察 下 面 各 积分 表达 式 中 ,为 直接 利用 积分 公式 ,在 括号 内 所 填 的 微 元 ， 


| Vsinzrd (sinx), 





| d (lnz), 


| eoserd (e”), 


dVz) 或 | 








| 1 1 -dd 一 z)， 
Ji 二 Ji 二 


| rs 5d(3z+5), 
| gac3z). 


(b) 观察 表达 式 的 括号 中 所 痰 成 的 微 元 ， 


sinzdz 一 d( 一 cosZz)， 
Tazr=ddnz), 
工 
Ldzr=d(—e-). 
e 
解 题 时 同时 运用 这 两 种 技巧 即 可 得 心 应 手 . 如 


dz dln 
[aoe;= Tarctanlnz+C. 
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4.2.2 第 二 换 元 法 
先 举 一 个 实例 : 

例 13 求 | Vizidz. 

解 ” 本 题 无 对 应 的 积分 公式 可 用 , 设 z=sint, 则 dz 一 costdt， 
| /1 一 zzdz = | M1—sin’ teostdt = | cositdz= | Sos 


一 > 4 十 2 人 十 C 一 7 arcsinz 十 方 + M1—x’+C. 
推广 到 一 般 情形 有 


定理 2( 第 二 换 元 法 ) 设 xz 一 2(b) 是 单调 可 微 函 数 , 且 pg' (4) 关 0, 若 
| fp Ip' d=B) +C, 





则 | f(zdz= | fg) jp' Wd=B) +C=8[g 62)]+C. 
用 不 定 积分 定义 即 可 证 明 ,此 处 略 . 


1 
例 14 求 | -dz (a>0) 


解 ” 设 z=atanty,dz 一 asec2ztdi,z2 二 az 一 asect, 因 此 























| Ri sd- | sectdt=ln |sect +tant | +C. 

由 假设 z==atant, 容 易 得 tant 一 过 ,sec 一 全 到 

故 | id Mtr +C=In|z+ VETFa|+C. 
例 15 求 | 二 大 dz 

解 ” 设 ~/z =1, 即 z=t?,dx=21di. 








1 t 十 2 一 
d 二 一 一 
js /= zr | 癌 a /=2 | 入 和 dt=2(t:—2ln|t+2|)+C 


=2(V zx ~—2ln|vV z+2|)+C. 


1 
16 求 | 一 声 -4 
这 /ZX2 一 1 一 
解 设 z= 二 , 则 dz 一 一 二 di( 当 xz>1)， 


例 





原 式 = EY 一 | -二 4- 一 aesin+C= 一 arcsin 二 +C 


当 z< 一 1 时 , 设 z 一 一 上 ,可 得 相同 结果 . 
从 以 上 例题 可 以 看 出 ,无 论 是 第 一 换 元 法 还 是 第 二 换 元 法 ,其 目的 都 是 将 被 积 
函数 转化 成 具有 与 公式 相同 的 形式 , 熟 记 公式 的 重要 性 也 就 不 言 而 喻 了 . 
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利用 换 元 积分 法 读者 不 难 验证 以 下 不 定 积分 公式 : 
(9 | tanzdz==—lnlcoszl+C, 


(9 | cotxdx=ln|sinz|+C, 
| seczdxz 一 jnjsecz 十 tanz| 十 C， 
(了 | cscrdzx=Inlescr—cotzx|+C, 


@ | = 24arctan — 十 C= 二 arc cot 站 十 C， 




















dz 1，| xz 一 a 
| te, 
@| darcsin 二 +C= 一 arccos 过 十 C， 
dz 
| EnlztVeral+tc, 
dx 
8| slrt Val+tc. 
解 题 时 可 直接 使 用 以 上 公式 . 
思考 题 
1. 改正 下 列 错误 .: 
(1) 车 | f(z)dz=F(z)+C, 则 | teco]az=P[eco]+c. 
2) | (1 一 sinz2)dz2 一 壹 十 cosz2 十 C 
(3) | ooszdz= 一 也- | soszacosz 
sinx 
2. 体会 徽 分 公式 在 换 元 法 中 的 作用 ， 


1. (1) 若 | reedz=Fcn 十 C, 则 | ytecop]ascm =F[g(2)]+C. 
(2) | (1 一 sinz2)dz2=z2 十 cosz2 十 C. 


(3) | cos:zdz= | cosizdsinz— | (一 sintz)dsinz 一 sinz 一 sinaz 十 C. 
2. 在 换 元 法 中 , 悉 微分 公式 是 解 题 的 前 提 ,， 特 别 是 第 一 换 元 法 ,要 羔 出 微 元 


dx， 需 将 微分 公式 倒 过 来 使 用 ' 因 此 对 公式 的 熟练 程度 要 求 更 高 , 解 题 时 要 特别 注 
圳 是 否 正 确 地 应 用 微分 公式 ,检查 条 数 和 正 、 负 号 ， 








4.3 分 部 积分 法 


分 部 积分 法 (integration by parts) 是 对 被 积 函 数 具 有 乘积 形式 的 积分 所 采用 
由 乘积 求 导 公式 [zx(z)o(z)]=xw(z)oCz) 十 xz)o(z) 移 项 得 

U(X (xz) 一 [Lae(z)p(z)] — u(x)vlr), 
两 边 积分 得 


ju (rdx = u(r)v(z) 一 ja Gv)dz, 


即 
|epdn = u(r)v(r) 一 edvcm) 
或 
| =uv— Jodu. 
请 看 以 下 例题 


例 17 Ja dear ed ze ete. 

与 公式 比较 可 知 , 解 题 时 设 z==u,e*dzx 二 dv, 得 到 了 满意 的 结果 ; 若 设 e* 二 wu， 
Zzdz 一 dv, 则 无 法 得 到 结果 . 可 见 , 使 用 分 部 积分 法 时 ,恰当 选取 w 和 do 是 解 题 的 关 
键 . 其 中 的 技巧 可 通过 例题 和 习题 自行 归纳 . 

例 18 | zeoszdz= | zdsinz=zsinz— | sinzdz=zsinz +cosz+C. 


例 19 求 | zlnzdz. 


解 dee or 


| Zinzdz 一 一 zzinz 一 一 ;| Xdz 二 zlnz— TrtC. 


例 20 求 | arctanzxdz 


解 设 w=arctanz,dv==dz; 则 du 二 一 一 dx,v 二 z, 


I 


x 
| arctanzdz 一 ZarctanZ 一 | Td zarctanz 一 了 


dU+z’) 
1 十 工 ? 


一 Zarctan 一 ln (十 z2) 十 C. 


例 21 求 | e”sinzdz 


解 设 u=e’ ,dv=sinzdz, 则 du=e'dzx,v= —cosz. 
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| ssinzdz= 一 eeosz+ | ecoszdz. 
对 | exrcoszdz 再 用 一 次 分 部 积分 法 , 设 = 二 e*,dv 二 coszxdx，, 则 du 二 e*dx ,v= 二 sinx. 
| ersinzdz 一 一 ercosZ 十 | ercosZdZz 一 一 ercosZ 十 ersinw 一 | esinzdz. 移 项 得 


| ersinzdz 一 六 (ersin 一 ercosz) 十 C， 


上 题 中 使 用 了 两 次 分 部 积分 法 ,因为 第 一 次 设 x 为 指数 函数 , 故 第 二 次 仍 设 zx 
为 指数 函数 ,和 否则 又 会 回 到 原来 的 积分 ;如 果 第 一 次 设 x=sinz,dzo=erdz 也 可 解 此 


思考 是 


1. 归纳 分 部 积分 法 中 选择 wu 和 du 的 一 些 技 巧 (答案 略 ). 


4.4 几 种 特殊 类 型 函数 的 积 
4.4. 1 有理 函数 的 积分 


有 理 通 数 是 指 由 两 个 多 项 式 的 商 所 表示 的 丽 数 , 当 分 母 次 数 大 于 分 子 次 数 时 
称 为 真 分 式 , 当 分 母 次 数 小 于 或 等 于 分 子 次 数 时 称 为 假 分 式 , 假 分 式 可 以 利用 多 项 
式 的 除法 化 成 一 个 多 项 式 和 一 个 真 分 式 之 和 的 形式 , 例如 
ZX 十 27x 十 2 ZX 十 2 
XxX: 十 1 ZX 十 1 
左边 为 一 个 假 分 式 , 右 边 为 一 个 多 项 式 和 一 个 真 分 式 之 和 . 因此 ,有 理 函 数 的 积分 
问题 实际 上 就 是 求 真 分 式 的 积分 问题 . 请 看 例题 


例 22 求 | Eidz. 


解 tt 
则 XY 二 1=A(z—1)+Br(x—1)?+Czr(zr—1)+Dzr. 
令 z=0, 求 得 A= 一 1. 

令 工 =1, 求 得 DD=2. 

再 令 zx==2, 得 A 十 2B 十 2C 十 2D==3. 

令 z= 一 1, 得 84 十 4B 一 2C 十 D=0. 

解 得 B 二 1,C= 一 1. 

所 以 | Edx = | + : te 


Zz 一 1 一 





二 廊 十 











1 2 





=—ln|z|+ln|z 11 十 2 (zx—1) 


以 上 方法 称 为 部 分 分 式 积分 法 ,如 果 将 上 题 改 为 | -二 1 :dz 则 要 设 


5 十 CC 























z A+ -OZ 二 二 次 多 项 式 ,分 子 需 


设 为 一 次 多 项 式 .当然 ,有 时 候 可 利用 _ 些 技 巧 来 分 解 成 部 分 分 式 . 
一 般 的 规则 可 参考 文献 [1]. 
4.4.2 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 
三 角 函 数 有 理 式 是 指 由 三 角 函 数 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 构成 的 表达 
式 , 其 不 定 积 分 可 以 用 三 角 函 数 的 公式 变换 后 计算 ,也 可 令 tan 之 2 二 4， 将 被 积 函数 
化 为 的 有 理沙 数 进行 积分 . 此 时 
2u le 2 
1+u 1+w?” 1 十 好 
解 题 时 可 以 根据 被 积 函数 的 特点 灵活 选择 . 
例 23 求 | dx. 





sin 并 一 2，COSX = 











十 sinz 
Sinx SinZ(1 一 Sinz) sinz | 2 
解 1 1 二 sinz dz = | 1—sin’x dz 一 | zd7 | dx 
一 | ee | (sec2z 一 1)dxz 一 一 tanzx 十 zx 十 C. 
COS2 六 COS 工 








sinzx sinz 十 1 一 1 
解 2 | az =| 工 十 sinx dz | | zd 


入 所 = 1 2 =| .1,2 
* tan 人 则 | Td | 2z 1 (Hd 1+u 
2 


1+ew 
1 十 tan 二 





+C 
1 十 





十 C， 


所 以 | ] Sn dx 二 Zz 十 < 十 C. 


十 Sin 1 十 tan 到 


以 上 两 种 解法 的 结果 形式 不 同 ,但 求 导 后 可 验证 其 正确 性 . 由 此 也 可 知道 ,不 
定 积分 的 结果 有 时 候 可 以 由 不 同 的 形式 表示 . 


4.4.3 简单 无 理 函 数 的 积分 


根 式 内 含有 变量 的 函数 称 为 无 理 函数 ,对 于 含有 2z 二 十 2 的 函数 ,为 了 去 掉 根 
号 ,可 设 Vazr+b=w, 将 被 积 函 数 化 为 有 理 函 数 . 


例 24 | 计生 
解 设 以 1] 十 2 红 一 “ 则 zx 一 六 Co 一 1)， 





一 2 3 伺 一 1 十 1 (J 
YITazt1 = | zi 2 2 du= >| Ut dz 一 > Zu ut lnlat1l) 


+C. = 二 GZ >Y 1T2z+ 3ln|Y 1+2z 二 1| 十 C. 











4.5 积分 表 的 使 用 


前 面 介 绍 了 不 定 积分 的 计算 方法 ,由 于 有 些 积分 并 不 是 很 容易 求 出 的 ,为 使 用 
方便 ,将 常用 的 不 定 积 分 列 成 表格 , 称 为 积分 表 ( 见 附录 1). 使 用 时 根据 被 积 函数 的 
类 型 或 经 过 简单 的 变形 , 查 表 即 可 得 到 所 需 结果 . 


例 25 | 2 可 查 积分 表 第 (24) 条 


例 26 56 一 可 查 积分 表 第 (80) 条 ,其 中 4=6,6 一 一 5. 

有 些 被 积 函数 不 能 直接 从 表 中 查 到 , 则 可 以 经 变量 代 换 ,将 被 积 函 数 变 成 与 公 
式 相同 的 形式 或 用 过 推 公式 逐次 进行 计算 . 

例 27 | sinizdz. 

解 ”利用 积分 表 中 公式 (66)， 








| Sin5szdz 一 一 sintzcosz 十 生 | sinszdz( 继 续 使 用 此 公式 ) 
=—tsinzeosrt | ls 2zcos 十 寺 | szrar 
5 5 3 sin xcosz 十 人 


-1 4 8 ， 
一 一 十 sin zcosz ]5sin zcosz 15cosZ 十 CC 


当今 电脑 已 广泛 地 使 用 ,应 用 Matlab 或 Mathematica 软件 ,只 需 输入 被 积 函 
数 即 可 得 到 结果 . 这 么 说 ,前 面 学 的 积分 法 白 学 了 ? 完全 不 是 , 正如 一 般 的 代数 计算 
那样 ,虽然 有 计数 器 可 以 使 用 ,但 基本 的 运算 方法 和 运算 法 则 是 必须 学 握 的 . 不 定 
积分 的 计算 在 很 多 情况 下 ,不 必 查 表 或 使 用 电脑 便 可 得 到 结果 . 

需要 说 明 的 是 :对 于 初等 函数 ,在 其 定义 区 间 上 , 原 函 数 一 定 存在 ,但 原 函 数 不 
一 定 都 是 初等 函数 . 因此 ,有 些 初等 函数 的 不 定 积分 虽然 存在 ,但 无 法 用 初等 函数 
表达 出 来 .如 | smzdz,， | 此 ， jz, | 全 二 等 ,当然 , 查 积分 表 或 用 电脑 罗 
件 也 同样 无 能 为 力 . 











习 题 4 
. 求 下 列 本 数 的 导数 ， 并 写 出 相应 的 不 定 积 分 表达 式 : 


3 
e” ;arctanz; 。 
-元 





;cos2zilnsiny3 


去 
， 求 下 列 不 定 积 


G) | 9z+3z+ 去 )dzi (2) | (村 一 ez 和)dz; 


^ 人 /3 
(3) | (er 一 2= 十 7z 一 5=)dzi 


(4) | (4sinzx 二 3cosx 一 9tanzxsecx 十 ]9secxcotx 十 sec*x)dx; 

















(5) | (tan2 并 一 cot2r dz (6) | A 
. 将 下 列表 达 式 竣 成 微 元 形式 : 
37dzx; xzdzy sinzdz; de dr Tadz; 
sec2zzrdzitanzseczdzi edxr; exdzi 
. 在 括号 内 填 上 适当 的 微 元 ,直接 利用 公式 求 积 分 ， 
GD | cos’zd( ); 2) | 二 di ); 
1 1 
(3) | ad ) (0 | 于 sd( ). 
， 利用 换 元 法 求 下 列 不 定 积分 
1 ， 1 
GD) | 二 且 zdzi C2) | 去 sin La, 
(3) | Mainzcoszdz; (4) | siniudu; 
(5) | taniridz; (6) | sec’zrtan:xdz; 
1 1 
(7) | gcdz; (8) | dz 
1 
9) | ssa (0) {3 sarctanzdz, 
1 1 
(11) | A Q2) | arecosadzr; 
G3) | idz; a9 [Ysaz, 
2z 一 9 并 





(15) | 二 < 一 dzi 1 ， 
| a6 | 天 de 











Qn | -十 :dz 
6， 用 分 部 积分 法 求 下 列 积分 ， 


(1) | dr 
(3) | arccosxrdz; 


(5) | secizrdx; 


”放送 区 方 法 求 下列 个 定 积 


| es 


COST 
(3) {Eidz 3 


(5) | yd 


(7) | Sin3zcos2zdz; 


08) | 二 党 一 全 


(2) | zsinzdz; 
(4) | seoszzdz 


(6) 上 cz+Daz 


(2) | zaan'zdzi 
(9) | dz 
e 
(0 | 2 
xz:vV1l+z? 


6 
‘8) | 二 Ed 











1. 略 . 


2. (1) 六 妇 十 妇 十 二 In|z| 十 Ci 





2 
1 
(2) zt 48 村 十 VtC; 





(3) ee 一 2 十 让 一 让 5 二 Ci 

(4) 一 4cosZz 十 3sinz 一 9secz 一 19secz 一 cotZ 十 Ci 
(5) tanz 十 cotz 十 C; 

(6) arcsinz 十 C， 

， 略 . 

. (1) arctanz 一 In(1 十 z2) 十 C; 


(2) cos 二 十 Ci 
(3) 全 sin3z 十 Ci 
(4) 一 cosz 十 二 cossx 十 Ci 


(5) 六 (tanz? 一 z9) 十 Ci 


(6) 本 tantz 十 Ci 


(7) 一 二 In(9e 一 十 D) 十 Ci 


(8) 一 二 -十 Ci 


ln 


(9) 一 地 cot3t 十 C， 
(10) 六 (arctanz)? 十 Ci 
(11) EV-7tc; 


(12) 一 方 (arccosz)?+C; 
~V 2 一 3 
~ 27z 十 3 
>Z 十 1 一 1 

Z 十 1 十 1 


1 
6 人 2 


(14) 2 /zz 十 1 十 ln 





(13) ln 





Es 





+ 


- 94 








. (1) m 二 


r? 








(15) arctan 


7 -三 + 
093Y at te 


(17) 一 6 人 3 7Z 十 3 2 (3 三 十 Ci 


2 
(18) = 





. (1) 2e~ (Vr m1)+C; 


(2) sinx— zxcosz+t+C; 


(3) zarccosz 一 一 z2 十 Ci 


(4) eC2sin2ztcos2z) +C; 


(5) 到 secztanz 十 十 In |tanzr 十 secz| 十 C; 
《6) zln(x?’ 27H2arctanr tC, 
了 | +ci 








(2) same neo Lente, 
(3) jn|1 十 sinz| 十 C; 
(4) 一 立 e-*Gsinz 二 cosz) 十 Ci 


〈5) In|ll1 十 z| 十 于 -十 Ci 


了 十 工 
(6) Mte ye, 
(7) —leosszr— loosrtC, 
10 2 " 
(8) Tarctan tl C， 





2 





是 积 分 


定 积分 是 一 元 函数 积分 学 中 的 另 一 个 基本 内 容 ， 它 在 实际 问题 中 有 着 广泛 的 
应 用 . 定 积分 和 不 定 积分 有 着 密切 的 内 在 联系 ， 这 种 联系 的 基础 是 牛顿 - 莱 布 尼 兹 
公式 , 在 这 一 章 里 , 我 们 将 从 实际 问题 出 发 引出 定 积分 的 概念 , 然后 讨论 它 的 性 质 
及 计算 方法 . 作为 定 积分 的 推广 , 还 将 介绍 广义 积分 的 概念 . 本 章 最 后 安排 了 一 些 
应 用 方面 的 例子 . 


5.1 定 积分 的 概念 
5. 1. 1 两 个 实例 
例 1 曲 边 梯形 的 面积 
所 谓 曲 边 梯形 (Curvilinear Trapezoid), 就 是 有 三 条 边 是 直线 ,其 中 两 条 互相 


平行 且 与 第 三 条 垂直 ,第 四 边 是 一 条 曲线 所 围 成 的 图 形 . 为 确定 起 见 , 取 底 为 zx 轴 ， 
男 两 条 边 为 x 二 a 和 z+ 二 65, 顶部 曲线 的 方程 为 y = f(z), 见 图 5.1. 





图 5.2 
我 们 知道 ,矩形 的 面积 = 底 X 高 . 因此 ,为 了 计算 曲 边 梯 形 的 面积 4, 可 以 先 
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将 它 分 割 成 者 干 个 小 曲 边 梯 形 ,每 个 小 曲 边 梯形 用 相应 的 小 矩形 近似 代替 ,把 这 些 
小 矩形 的 面积 累加 起 来 ,就 得 到 曲 边 梯形 面积 4 的 近似 值 , 当 分 割 无 限 变 细 时 ,这 
个 近似 值 就 无 限 接 近 于 所 求 的 曲 边 梯形 面积 . 
具体 可 按 下 述 步骤 求 4 的 值 ( 设 f(x) 之 0,a < 过 5, 见 图 5.2) 
(a) 分 割 ”将 曲 边 梯形 分 割 为 x 个 小 曲 边 梯形 . 
用 分 点 
d= Xo T= b 把 区 间 [a,6] 任意 划分 成 
个 小 区 间 
[zo ,x1], [Lx ,Za ， [zx ,Te [zi ,Zn ,每 个 小 区 间 的 长 度 为 
Am 一 三 一 ToAz = Ti Ti ,AT = 7 OT 1s A max{Ari,Ars,, 
Ax,). | 
过 每 一 个 分 点 作 平 行 于 > 轴 的 直线 ,把 曲 边 梯形 分 成 个 小 曲 边 梯形 ,它们 的 
面积 分 别 记 为 AA1,AAs,…,A4,. 
Cb) 近似 代替 ”用 小 矩形 面积 近似 代替 小 曲 边 梯 形 面 积 . 
在 小 区 间 [zx,_1,x;] 上任 取 一 点 有 名 G 一 1 22) ,用 FS) 为 高 ,Ar 为 底 的 小 
握 形 面积 近似 代替 相应 的 小 曲 边 梯形 面积 A4,, 即 
AA; 2 f (€,)Ax. 
(c) 求 和 ”把 各 个 小 矩形 的 面积 相 加 即 可 求 得 整个 曲 边 梯形 面积 4 的 近似 什 
4 三 VA4, 全 yde)Azr， 
即 
AA SY fC Aa. 


Cd) 取 极 限 ”使 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 转化 为 精确 值 . 

当 无 限 增 大 ( 即 分 点 无 限 增多 ), 每 个 小 区 间 的 长 度 无 限 缩小 时 , 即 令 4、 0， 
表示 所 有 小 区 间 长 度 Ar 中 之 最 大 值 趋 于 零 , 则 得 到 4 的 精确 值 , 即 

4 一 lim > ceoar， 

例 ”变速 直线 运动 的 路 程 

设 物体 沿 直线 运动 , 它 的 速度 "是 时 间 ,的 函数 ut), 求 物体 在 ;一 并 到 /一代 
这 段 时 间 所 经 过 的 路 程 5. 

我 们 知道 ,匀速 直线 运动 的 路 程 公式 是 路 程 = 速度 x 时 间 . 现在 我 们 研究 
的 是 非 匀速 直线 运动 ,不 能 直接 运用 上 面 的 公式 来 求 路 程 , 但 是 ,当时 间 间 隔 很 短 
时 ,速度 变化 很 小 ,可 以 近似 地 认为 速度 是 不 变 的 ,从 而 在 这 段 很 短 的 时 间 间 隔 内 
可 以 运用 上 面 的 公式 . 为 此 ,我 们 采用 与 求 曲 边 梯形 面积 相同 的 思路 来 解决 这 个 问 
题 . 

(a) 用 分 点 

T= < hi = 1, 











将 时 间 间 隔 [7 ,72] 任意 分 成 个 小 段 时 间 
[ost ds, [ésto] eee, tsi ts] 
各 段 时 间 长 为 Ati; 一 志 一 让 1G= 12,2), 记 4 三 maxfAnvAt ,At,}. 相应 地 ， 
在 各 段 时 间 内 物体 走 过 的 路 程 为 AS ,AS;，,… ,AS,. 
Cb) 在 时 间 间 隔 [t;- ,ti 上 任 取 一 个 时 刻 at aL) Wa 时 刻 的 速度 
v(Q) 近似 代替 [xz 上 各 个 时 刻 的 速度 ,得 到 部 分 路 程 As, 的 近似 值 , 即 
AS, 下 vO Ati ,i 二 1 ,2,.",n. 
(c) 所 求 变速 直线 运动 路 程 S 的 近似 值 等 于 n 段 分 路 程 的 近似 值 之 和 , 即 
S = 2) AS >)o(a)Ati 
Cd) 让 4 一 0, 求 上 式 右 端的 极限 , 便 得 到 变速 直线 运动 的 路 程 , 即 
S 一 lim >)v (a) a. 


5.1.2 定 积分 的 定义 


前 面 所 讲 的 两 个 具体 问题 ,最 后 都 归结 为 求 具 有 相同 结构 的 一 种 “和 式 的 极 
限 ” 不 仅 如 此 ,其 他 许多 实际 问题 也 可 归结 为 求 这 种 “和 式 的 极限 ” 为 此 ,我 们 撤 
开 这 些 问 题 各 自 的 具体 内 雁 ,从 而 抽象 出 定 积分 的 概念 . 

定义 1 设 函 数 f(z) 在 [a,6] 上 有 定义 ,用 分 点 

4 二 ob 把 区 间 [a,6] 任意 划分 成 
n 个 小 区 间 

[zos zs Li i Ti] Lr 1 s,s ]) 
各 个 小 区 间 的 长 度 为 Ar = zi 一 ziG 一 1,21 , 记 和 一 max(Ar Ar， 
Ax,). 在 每 个 小 区 间 [z yz]G = 1,2,'… ,1) 上 任 取 一 点 (zi_ i 志和 坟 zx), 取 函数 
值 AS ) 与 小 区 间 长 度 Az; 的 乘积 /(&,)Axi(i 一 1,2,…,n) ,并 作 和 式 


S 一 Sf A 
如 果 不 论 对 [ab 怎样 划分 ,5 在 [zx,_1,z;] 上 怎样 取 , 只 要 当 4 一 0( 即 每 一 个 小 区 
闻 都 无 限 缩 小 ) 时 ,和 总 有 确定 的 极限 值 工 , 则 称 工 为 fCx) 在 [a,6] 上 (或 从 a 到 
2b) 的 定 积分 (definite integral) , 记 为 | fadz, 即 


b 
| fax 一 lim 2 f(A 一 了， 


其 中 , xz 称 为 积分 变量 (variable of integration) , f(x) 称 为 被 积 函 数 (integrand)， 
fr)dr 称 为 被 积 表 达 式 (integrated expression),a 称 为 积分 下 限 (lower limit) ,5 
称 为 积分 上 限 (upper limit ) ， 区 间 [a,6] 称 为 积分 区 间 (interval of integration). 函 
数 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 的 定 积分 存在 ， 也 称 f(x) 在 区 间 [4,6] 上 可 积 
(Integrable). 


可 以 证 明 : 若 函数 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,6] 上 一 定 可 积 ; 若 
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f(x) 在 [a,b] 上 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 则 f(x) 在 [a,6] 上 也 一 定 可 积 . 
如 果 a = 5, 积 分 区 间 [a,6] 变 成 了 一 个 点 ,Ax, = 0, 因 此 ,| f(xydzx =0. 
车 在 区 间 [a,6] 上 由 a 到 5 求 定 积分 时 ,就 由 a 到 5 顺 次 取 分 点 . 反 过 来 ,如 果 要 
从 5 到 a 求 定 积分 ,自然 应 当 从 5 到 a 顺 次 取 分 点 ,然后 再 作 乘积 , 求 和 , 取 极 限 ， 
b=xT> TTT ">A = a, 


| fdr = lim Dé)Ar,*, 
所 Ar 01=1 
其 中 
Az” = XC— rij!l =— Ax.. 
于 是 
a nn pb 
| fondz = lim Pfc)An =— | Acepar， 
即 


a b 
| f(r)dr 一 一 | f(r)dz. 
b a 


由 定 积分 的 定义 可 知 , 定 积分 本 质 上 是 一 个 求 和 (sum) 的 过 程 ,积分 记号 | 就 
是 字母 5 的 变形 , 求 和 的 结果 是 一 个 数值 ,这 个 值 取决 于 被 积 函 数 f(z) 和 积分 区 
间 [a,6], 而 与 积分 变量 用 什么 字母 符号 无 关 , 即 有 


[feaz = [fea = | fds. 


有 了 定 积分 的 定义 后 ,可 知 前 面 的 例 1 中 曲 边 梯形 的 面积 4 等 于 曲 边 函数 y = 
f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积 分 , 即 


A= [fedz. 


在 例 2 中 , 非 匀 速 直线 运动 的 路 程 8 等 于 速度 函数 v(t) 在 时 间 区 间 [7,,T,] 上 
的 定 积分 , 即 


4 一 [war 
5.1.3 定 积分 的 几何 意义 
定 积分 | fear 的 几何 意义 可 用 曲 边 梯形 的 面积 来 说 明 . 


当 f(z) 之 0,4 <<5 时 , 定 积分 | f(z)dz 可 看 作 是 由 曲线 y 二 f(z)、 寺 线 二 
az 二 0 及 工 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ( 见 图 5. 3). 
当 f(z) < 0,a < 时 ,由 于 积分 和 式 > 7(6)Az 中 所 有 的 FS) 过 0 而 Az 


0 所 以 2 7(6)Arn < 0, 从 而 | f(z)dz < 0, 这 时 | f(xydz 表示 由 曲线 ， 二 
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f(x)、 直 线 z = a,7x 二 5 及 zr 轴 所 围 成 的 位 于 xz 轴 下 方 的 曲 边 梯形 面积 的 负 值 ( 见 
图 5. 4). 





y=f(x) 


图 5.3 图 5.4 
车 f(x) 在 [a,6] 上 的 图 形 的 某 些 部 分 在 x 轴 上 方 ,另外 某 些 部 分 在 z 轴 下 方 ， 
那么 这 时 定 积分 | f(z)dz 表 示 f(z) 与 z 轴 所 围 成 的 介 于 a,b 之 间 的 各 曲 边 梯形 面 
积 的 代数 和 ( 见 图 5. 5). 





图 5.5 





例 3 ”利用 定 积分 的 几何 意义 求 | 2zdz. 


解 ” 如 图 5.6, 记 yy = f(z) = 2x, 则 被 积 函 数 (x) 与 工 轴 、z 一 一 1.z 一 2 
围 成 的 图 形 由 两 部 分 组 成 :A4,B,O 和 A4;B;O， 


Saaso 一 二 X1X2 一 1， 


2 
Sa = 二 / 
A4,8,0 一 2 XxX2x4=4. 
所 以 
2 
| zzdz 二 一 SAABO 十 S A4,Bs0 二 一 工 十 4 一 3， 
思考 是 


1. 定 积 分 的 定义 是 什么 ? 它 的 几何 意义 是 什么 ? 
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2. 车 将 区 间 [a,6j] 等 分 ， 分 点 为 世 一 1,2 2 ， 取 有 一 局 加 果 lim 5 
了 (Xi)Axi 存在 ,能 否 说 f(r) 在 [a,6] 上 可 积 . 
3. 曲线 ) 一 cosz 与 直线 y= 0,7 二 0, 二 A 
4. 利用 定 积分 的 几何 意义 计算 下 列 积 
(1) [MI Raz (2) fa Ddz; 


2 0 
G3) | sinzdz， < | 3zdz. 
0 一 ] 


Nn 
| coszdxz |. 
Tt 


2 








nn 

工 
2 

| eoszdz -=| cosxzdxz 十 
0 0 


1 3 
>， (3) 0， (4) 2 


9.2 ” 定 积 分 的 性 质 


在 下 面 讨论 的 各 个 性 质 中 ,如 无 特别 说 明 , 均 假定 所 涉及 的 积分 存在 . 
性 质 1 函数 代数 和 的 定 积分 等 于 各 个 函数 定 积分 的 代数 和 , 即 


4 6 6 
| [f(x) + g(x) ldzr 一 | f(zx)dx 士 | g(x)dz. 


于 
4. (1) 了， (2) 


b n 
证 | [f(z) + g (7)Jdr = lim DEG,) 士 g(6D)]Az 
a 一 0 t=] 
= lim 2 fC)Ar 士 lim 2 eA 


一 [rede 十 [gcdz, 
性 质 1 可 以 推广 到 两 个 以 上 的 有 限 个 函数 代数 和 的 情况 , 即 


[Ba) dz = Df 
性 质 2 常数 因子 可 以 提 到 积分 符号 外 , 即 


Texreoaz 一 | J/ (x)dz. 








性 质 3 车 a 二 cc 二 5, 则 
[WE = | f(r)dzr+ | reodz 
其 实 此 性 质 的 成 立 与 as.6.c 的 大 小 顺序 无 关 . 比如 , 若 c 过 5 二 a, 则 有 
| fear= | edz + | Aeropadr 
由 于 | f(x)dz 一 一 | reopadz,| fendr = 一 reedz ,代入 上 式 移 项 后 亦 得 
| room = [rootz+freodz 
性 质 4 如 果 在 区 间 [a,5b] 上 f(x) 志 1, 则 
[fede =6—a. 


此 性 质 可 由 定 积 分 的 几何 意义 说 明 ， 
性 质 5 ”如果 在 区 间 [a,6] 上 f(z) 入 g(x), 则 


[fdr < | gar, 


性 质 6( 定 积分 中 值 定理 ) ”如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 在 区 间 
[< ,5] 上 至 少 存在 一 点 ,使 


[faaz = f(£) (6 — a), 
或 者 写成 


1 b 
pp RARE: = /C6). 


中 值 定理 的 严格 证 明 从 略 , 只 作 几 
何 解 释 , 见 图 5.7. 从 图 中 可 以 看 出 ; 车 
f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 在 [a,6b] 内 至 少 
可 以 找到 一 点 ,使 得 用 它 所 对 应 的 函数 
值 f(&) 作 高 ,以 区 间 [a,6] 的 长 度 b 一 a 
作为 底 的 矩形 面积 f(&) (5 一 a), 恰 好 等 
于 同一 底 上 以 曲线 y = f(z) 为 曲 边 的 曲 
边 梯 形 的 面积 . 














为 函数 f(x) 在 [a,b ] 上 的 平均 值 . 它 是 有 限 个 数 平均 值 
概念 的 一 种 推广 . 在 实际 问题 中 通常 利用 此 式 来 计算 连续 函数 在 某 
.例如 ,在 多 元 


续 一 闭 区 间 上 的 平均 
值 . 例如 ,在 药物 动力 学 中 计算 平均 血 药 浓度 ,在 物理 学 中 计算 平均 速度 .平均 功率 
例 1 


求 函数 y = f(x) = 2z 在 区间 [0,1] 上 的 平均 值 y. 
解 ”可 利用 定 积分 的 几何 意义 求 得 
1 1 
| zaz 一 也. 


所 以 ,函数 y = 2z 在 区 间 [0,1] 上 的 平均 值 为 


-1 np nr 
y= 了 一 | 2zdz 一 ?| zdz 一 2 X 








了 工 
2 一 1 
思考 题 
1. 若 f(r) 与 g(x) 在 本 £2) 
g(x [ab 上 可 积 , 且 &(z) 天 0,| g(x)dz 关 0 则 | dz 
a ECZ) 
reouz 
是 否 成 立 ? 为 什么 
scoaz 
2. 若 油 数 f(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 证 明 
6 b 
reoar|s| fer) ldz. 
3. 从 定 积 分 定义 出 发 ,推导 计算 连续 函数 F(z) 在 区 间 [a,g] 上 的 平均 值 公式 
ps) reodz 
思考 题解 答 
1. 不成立. 例如 设 f(z) 一 ToE(zZ) 二 xX, 区间 为 [1,4]， 则 有 | fraz = | zd 
_ 15 A 4 
2 feaz, mf 区 dz = | 3 z= |1dz=3, 
显然 


4 
“Crz) 1 | Acepdz 
18(Z) < 


4 
| gdr 
1 
2. 提示 ; 





1. 


一 [f(z)| f(z) < |f(z)), 
从 而 根据 性 质 5 得 出 结论 
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3. 因为 f(z) 在 [a,6] 上 连续 ,所 以 | f(x)dx 存在 . 将 [4,6 车 分 ,每 个 分 点 也 


、 , bo— 
上 的 函数 值 为 ii 一 f(z) ,i 一 1,2'",n. 分 点 间 的 距离 为 Az = ,ya 


的 算术 平均 值 为 


= A 


随 着 分 点 的 增多 ,近似 的 程度 越 高 , 当 Az 一 0 时 ,y 不 断 通 近 y = f(x) 在 [a,6] 上 
的 平均 值 , 即 





, 1 芯 
lim; 一 aA 





= 一 lim f(r)Ax, 
i=1 


b— a Arr0 


1 b 
一 二 了 | f(x)dz. 
bo— aJs, 


5.3 ”牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 


一 般 来 讲 ,直接 用 定 积分 的 定义 或 定 积分 的 几何 意义 计算 定 积分 是 非常 困难 
的 ,有 时 是 根本 不 可 能 的 . 这 一 节 将 给 出 计算 定 积分 的 一 般 方法 . 

下 面 的 定理 ,给 出 了 定 积分 与 不 定 积分 之 间 的 关系 ,使 我 们 可 以 借助 不 定 积 
来 计算 定 积分 . 

定理 1( 牛 顿 - 莱 布 尼 兹 公式 )” 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,F(z) 是 f(z) 的 任意 
一 个 原 函 数 , 则 


pb 
| f(a)dz = FC) — F(a). (5.1) 


证 明 用 分 点 
4 一 To<2Z 乓 < < =b 
将 区 间 [a,2] 任意 划分 为 = 个 小 区 间 
[zo, zx1], [zi Zi] [zs1, Xa ] (xo 二 arr 一 0)， 各 区 间 的 长 度 分 别 是 Azl， 
Arzra…Azr 记 和 \ 一 max{(AriyAzy，… Ar )， 
由 于 F(z) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 即 F' (x) = f(x). 
在 各 个 小 区 间 上 对 F(z) 分 别 应 用 微分 中 值 定理 ,可 得 
F(X) ~ F(a) = (XI 一 ZOF’ (6 ) 一 EDAzi， 
F(X2) — F(z) 一 (zs 一 2DF 6) = f(€,)Az,, 
Fb) 一 (zi = (Tr — TF'(E,) 一 Ce)Az， 
其 中 (i = 1,2,…,n) 是 区 间 [zx;_, ,xi] 内 适合 微分 中 值 定理 的 值 . 
将 以 上 个 等 式 相 加 ,得 








FC) — Pla) = D/A 
由 于 定 积分 中 名 的 选择 与 [a,6] 的 分 法 可 以 是 任意 的 ,使 选取 的 名 符合 微分 中 


值 定理 的 要 求 是 可 以 的 ， 
令 4 一 0 ,等 式 两 边 取 极限 ,得 


F(b) — Fla) = lim 2 fA 
b 
一 | f(x)dr, 


即 
pb 
| fr)dzr = Fb) — Fla). 


上 式 称 为 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 (Newton-Leibnizxs Formula)， 它 是 定 积 分 的 主 


b 





要 计算 公式 . 常 记 下 () 一 F(a) = F(z) 
下 面 举例 说 明 牛 顿 - 莱 布 尼 兹 公式 的 应 用 














例 1 求 | sinzdz 
0 
解 | sinzdz 一 一 CcOSX 
0 0 
一 一 cosTr 十 (co0s0) 一 2., 
2 1 
例 2 求 | (2z + 二)dz 
1 zx 
2 1 2 
解 | Cz + Ldz= (2+ In|zl) 
1 z 1 
二 4 十 lIn2 一 (1 十 ln1) 
a 了 
例 3 求 | a 十 工 dz 
解 上 —l ar 二 Larctan 三 
0G2 + x? a 2 1。 
一 Larctanl 一 TarctanO 
_ 工 
da’ 
1 
例 4 求 |z ViT zdz 
0 


解 ” 因 为 上 E MT zdzr = | (1 十 xz) 二 al + x’) 
“tetc 


(1 二 z+cC， 


co | 一 上 5 | 一 




















1 3 | 
故 | zwMETadz 一 本 GT 
D 0 
_2MV2—1 
一 


例 5 设 函 数 六 zx) 为 


计算 | f(z)dz. 
解 ”由 定 积分 的 区 间 可 加 性 有 
| fendz = [fndz 十 [fendz 


1 2 1] 
=|edr+| 一 dz 
0 1 之 


1 2 


十 jnlz| 
0 


一 ez 








1 


一 e 一 1 十 ln2. 

例 6 设 快速 静脉 注射 某 药 后 , 血 药 浓度 C 与 时 间 1 的 函数 关系 为 C = Coe*， 
其 中 Co 为 初始 浓度 ,为 速率 常数 , 求 从 上 = 0 到 # 上 = 人 这 段 时 间 内 的 平均 血 药 浓 度 
C. 

解 在 时 间 间 隔 t 二 0 到 t= 了 内 , 血 药 浓度 C 的 平均 值 为 

C= [ca 


1f7 
一 去 | Coe “drt 
0 





了 一 0 





而 
T 了 
| Coe*dt = Co e—*dz 
0 0 
一 Co —&t 
ke |， 
一 Sl e 人)， 
所 以 
Al 。 Cs —AT 
一 Sol —e 如) 
思考 是 


1. 运用 牛顿 -菜市 尼 闪 公 式 求 定 积分 的 关键 是 什么 ? 
2. 求 | 1 一 zldz. 
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1. 求 出 被 积 函 数 f(x) 的 任意 一 个 原 孙 数 . 
2. 因为 
1 一 Xx，0 世 Xz 肆 1， 
1 2 
所 以 


2 1 2 
-zldz=1a-aDdz+[e 一 Ddz 
0 0 1 








1 1 

= (zx Tx!) 

2 0 
一 1. 

读者 不 妨 作 出 被 积 函 数 的 图形 ,用 面积 来 加 以 验证 . 


9.4 ” 定 积 分 的 计算 


牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 给 出 了 计算 定 积分 的 方法 ,只 要 能 求 出 被 积 函数 的 任意 一 
个 原 函 数 ,然后 分 别 代 入 上 ,下 限 ,计算 其 差 就 可 以 了 . 为 了 进一步 简化 运算 ,我 们 
再 介绍 定 积分 的 换 元 法 和 分 部 积分 法 . 


$.4.1 定 积分 的 换 元 法 


定理 1 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,65] 上 连续 ,计算 定 积分 时 作 代 换 z 一 g(t)， 
Yn) 在 区 间 [a、B] 上 单 值 且 有 连续 导数 , 当 a<<1< 8B 时 ,a 之 z 之 5, 且 ya) 二 a 
FB) 一 6, 则 

| rpdz = | fe dr. 

证 明 略 . 

此 公式 可 灵活 运用 ,如 对 + 积分 困难 ,可 将 变量 :变换 为 z( 相 当 于 用 第 一 换 元 
法 ), 于 是 令 241) 一, 则 C1)dt 一 dz, 等 式 右边 积分 变 成 | rz)dz; 如 果 对 了 积分 
困难 ,可 将 变量 x 变换 为 !( 相 当 于 用 第 二 换 元 法 ), 于 是 令 zx 一 p(s) ,等 式 左边 积分 
变 成 | 7[g(2)]g Ce)dz. 不 管 怎样 ,总 的 原则 是 化 繁 为 简 ,化 难为 易 . 

特别 要 注意 的 是 积分 变量 改变 后 ,必须 随 之 改变 积分 限 . 如 果 积 分 变量 没有 改 
变 ,即使 积分 元 发 生 改 变 ,也 不 改变 积分 上 下 限 . 

例 1 计算 [ 


解 令 MV5 一 4+=1 则 





和 dz 
一 4z 


V5 





浊 
栅 
a 





yh 


“107， 








— 72 2 1 
之 一 二 一 万 2 dr = |5 -d=— ptdt. 


积分 变量 改变 为 1, 所 以 积分 限 必须 作 相 应 改变 . 
当 工 二 一 1 时, t = 3; 
当 工 二 1 时 ,t= 二 1. 
， | 工 T1522/_z 
所 以 | dz=[ + 4 || $a 


1] 入 2d 
= 一 二 | 6 一 四 





rr 1, 
一 8 St 3 ) 





1 
6 

不 定 积分 的 换 元 法 最 后 要 代 回 原 变 量 zx, 而 定 积分 的 换 元 法 由 于 改变 了 上 下 
限 ,积分 后 就 无 需 再 代 回 了 . 





sp 1 
一 1 ad 
例 2 计算 | 一 让-dz 
° 1 ° 1 
d =| d(1 + lnz) 
W | TAF), A tm 
=2MIFInz| 
一 2(2 一 1) 一 2. 


由 于 没有 引入 新 变量 ,所 以 不 需 改变 积分 上 下 限 . 
例 3 计算 | ~ ME idx 
解 令 Ver 一 1 一 zt, 则 





2 2 
=n t Ddr= gd 
当 Xz=0 时 ,t = 0; 
当 z= 1n2 时 ,ti = 1. 
ln2 1 
所 以 | Ve -1dr= |t. ed 
0 0 太 十 1 
1 £2 
-| i 
'2 二 1 一 1 
| 二 十 1 di 
1 

















nx 


二 2 一 一 


2 
例 4 设 函 数 f(x) 在 区 间 [ 一 a,a] 上 连续 ， 
证 明 ; (1) 若 函 数 A(x) 为 偶 函 数 , 则 


| fir)dr = ?| fn)dz. 
(2) 若 函 数 f(x) 为 奇 函 数 , 则 
| f(x)dr = 0. 


证 明 [ f(r)dx = | (Cr)dz 十 | faz. 





「 zydz = [| DC df) = | -ou = | Ar- mdz 
于 是 ， 
(1) 当 f(z) 为 偶 沙 数 时 , 则 f(x) = f( 一 zz)， 


从 而 | fr)dr = | fc z)dz 十 | fdz 一 ?| fdz. 
(2) 当 f(x) 为 奇 函 数 时 , 则 f(x) = 一 f( 一 zz)， 
于 是 | fx)dr 一 | 工 )dz 十 | xz)dz = 0. 


a “ Z)dz， 当 f(x)» ; 

We 当 f(x) 为 偶 函 数 

* 0， 当 f(x) 为 奇 函 数 . 
5.4.2 ” 定 积分 的 分 部 积分 法 


定理 2 设 u(x) = u,v(z) = vv 在 区 间 [4a,6] 上 具有 连续 的 导数 w'(z) 和 
v'(z), 由 于 


d(uv) = udv + vdu, 
» 三 6 
则 | ac = | udv + [vau, 
即 


[ea = (uv) 





一 [au 
这 个 公式 叫做 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 
这 个 公式 和 不 定 积分 的 分 部 积分 公式 完全 类 似 ， 只 是 多 了 积分 限 . 因此 ,应 用 
时 一 定 别 忘掉 积分 限 . 





于 是 


于 是 


小 
项 





a 
尖 
oD 
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ln2 
例 5 计算 | ze-dz. 
0 
解 ” 设 wu = zx,dv = e-*dx, 则 


du = wdrt= (xr)'dr = dr,v=—e 


In2 


in2 
一 | 一 e *dx 
0 0 





ln2 
| zxe “dr 一 (一 xe *) 


| 


1 in2 
一 全 ln2 十 | e “dz 
2 0 
ln2 


= 一 六 in2 十 (一 e) 





0 


1 
例 6 计算 | ,arcsinzdz 

0 
解 ” 设 w= arcsinz,dv == dx, 则 


1 
2 . » 

| arcsinzxdz = (zxarcsinz) 
oO 


i 上 
-r= dx 
0 0 AT 一 各 





_ 
12 0 Vl rx’ 


1 
工作 1 2 
率 十 之 | dl x) 





1 
= + Mz ? 
0 
TY3 
二 Tz 十 2 1. 


由 于 对 计算 已 很 熟练 ,因此 可 以 不 写 出 xm 而 直接 应 用 分 部 积分 公式 . 
例 7 求 zsinzdz 


解 | zisinzdz = ac coOsZ) (udv) 
0 0 


x 


2 人 和 
一 | 一 coszd (xz) 
0 0 


一 《一 zx?cosx) 





开 
2 

一 2| zcoszd 
0 


2 zd(sinz) (udv) 
0 








2 
一 2 


0 


sinrdz 


-一 一 
So DALE] 


= 2(xsinz) 








二 TXT 2(— coOsx) 
二 XT 一 2. 
例 8 求 | ercoszdz 


解 上 ecOsrdz -| ed (sinz) (udv) 


下 工 
2 2 . 
-| sinzd (e*) 
0 


0 


一 〈e?2zsinz) 





一 er 一 2| evsinzdz 
一 er 一 2 ed(— cosx) (udv) 


让 区 

2 2 
一 er 一 2 一 ecosz)| 一 ?| 一 cosx * es”dz | 
G 0 





一 er 一 2 一 ‘fe 2 。coszdz。 


下 


| secoszdz 一 1 (er 一 2). 
0 5 


2 ma 


e2rcoszdz 一 er — 2, 


即 


5.4.3 定 积分 的 近似 计算 


利用 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 可 以 求 部 分 函数 的 定 积分 ,但 实际 应 用 中 ,经 常 遇 到 
下 列 情况 ， 
1) 欲求 | f(z)dz 的 值 ,而 f(x) 的 原 函 数 根本 不 能 用 普通 的 初等 函数 表示 出 


来 . 如 | saz, fe -dx. 


2) 者 被 积 函 数 f(z) 是 用 表格 方式 表示 的 , 则 无 法 求 出 f(x) 的 原 函 数 . 

3) 有 了 时 从 理论 上 可 以 证 明 被 积 函 数 f(z) 的 原 函 数 可 以 用 初等 函数 表示 出 来 ， 
但 计算 过 程 相当 复杂 ,即便 能 够 求 出 来 ,得 到 的 积分 值 也 有 可 能 是 近似 值 . 

所 以 定 积分 的 近似 计算 已 经 成 为 应 用 定 积分 解决 实际 问题 时 不 可 缺少 的 方 
法 . 

定 积分 近似 公式 的 基本 思想 是 ,从 求 面积 的 近似 值 着 手 ,导出 相应 y 的 求 定 积分 
的 近似 公式 . 这 里 只 介绍 几 种 简单 而 又 比较 有 效 的 方法 . 

(1) 甜 形 法 (rectangular method) 
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矩形 法 的 基本 思想 是 将 曲 边 梯 形 分 成 若 于 个 小 曲 边 梯形 ,再 用 小 矩形 近似 地 
代替 小 曲 边 梯形 ,然后 将 各 小 矩形 面积 累加 ,得 定 积分 的 近似 值 . 


计算 | f(z)dz, 具体 作法 如 


下 ; 

用 分 点 a = 二 zo 二 zz 二 二 
2 一 把 区 间 [a,o] 分 成 n 
等 分 , 每 个 等 分 的 长 度 为 Ar = 


2 二 4 ,过 各 分 点 作 平 行 于 y 轴 的 直 


n 
线 分 别 交 曲线 于 y = 了 (x), 并 得 到 
.09.19.2， Yn 原来 的 图 形 被 分 
成 4 个 小 曲 边 梯形 ,如 图 5. 8. 
每 个 小 曲 边 梯形 的 面积 都 用 相应 的 小 矩形 面积 yoAx ,yAx，…,y,_1Ax 或 
Yi1AT ;yzAT，… ,YnAx 来 近似 代 蔡 ,把 它们 加 起 来 ,就 得 到 


b 
| fdz (yo 十 十 十 yj)Ax 


已 一 
= y+ yy 二 二 yi) 


n 








6 
或 | fdz 2 (十 yy 十 十 加)Az 


一 “2 十 yz 十 … 十 y,). 
这 就 是 用 矩形 法 计算 定 积分 近似 值 的 公式 . 
(2) 梯形 法 (trapezoidal method) (图 5. 9) 
用 小 梯形 代替 小 曲 边 梯形 来 近似 计算 定 积分 | f(x)dx 的 方法 为 梯形 法 ， 
把 区 间 [a,6] 用 分 点 
a 二 XA rb 


分 成 ”等 分 ,每 个 等 分 的 长 度 为 Az = 一 4, 分 点 对 应 的 函数 值 为 加 ,y1,…,y., 连 


n 


接 曲线 y = f(x) 上 相 邻 两 点 ,得 个 小 直角 梯形 ,它们 的 面积 为 





FC yi DAz 人 一 1122， 
相 加 便 得 定 积分 近似 值 


8 n 
| Aerodz 六 之 (yi 十 Yi) Ax 











加 六 十 Dy). 


1 


可 以 证 明 , 若 分 点 不 均匀 , 则 





[fd DO ty 1). 
例 9 有 20 名 受 试 者 各 口服 磷 霉 素 2g , 测 得 血 药 浓度 C 平均 值 如 下 : 












Clng/ml) 


计算 | Cl)di 的 近似 值 


12 
解 | CO dt [1.00 十 4.54) X (1 — 0.5) 
0 


十 (4.54 十 8.89) X (2 一 1) 二 (8.89 十 6.44) X (4 一 2) 
十 (6.44 十 3.69) X (6 一 4) 十 (3.69 十 2.87)(8 一 6) 
十 (2.87 十 2.23)X(12 8)|] 
一 50. 32. 
(3) 抛物 线 法 (parabolic method ) 
抛物 线 法 的 基本 思想 是 :用 以 抛物 线 为 顶 的 小 曲 边 梯 形 的 面积 来 代替 原来 的 
小 曲 边 梯 形 的 面积 . 
用 分 点 
2 一 Zoo< TI 挟 T < 和 < To 一 D 
把 区 间 [a,5] 分 成 22 等 分 ,分 点 的 函数 值 为 
Vor yy19，32， Yn 
过 分 点 To,X1 ,zo，… ,zw 作 平 行 于 y 轴 的 直线 与 曲线 y = f(x) 相交 于 22 个 点 . 依次 
过 相 邻 3 个 交点 各 作 一 条 抛物 线 , 见 图 5. 10. 


1 YX) 





图 5. 10 


将 "个 以 抛物 线 为 项 的 小 邮 边 梯形 的 面积 相 加 作为 | fcz)dz 的 近似 值 
例如 ,过 前 3 点 4,B,C 的 抛物 线 下 小 曲 边 梯形 的 面积 为 8 ， 








过 


"113: 





S, 一 | ez 十 pz 十 ydz 


= Crt bet re) | 


一 3 一 z) 十 pe — x0) 十 7Y(Czs 一 2o) 


一 人 [2 十 zazo 十 xz) 十 36Czs 十 x0) 十 67] 


一 Lax? 十 Bzxs 十 7) 十 (ax? 十 pro 十 7) 
二 @ (zo zx) + 2B(ro + ra) + 47]. 
由 于 zi 是 ze 和 zs 的 中 点 ,所 以 ze 十 zs 一 2zz 一 zo 一 2， 
从 而 


2 一 
2n 





Si 一 “二 oo 十 4y1 十 yz)， 


类 似 地 可 计算 其 他 以 抛物 线 为 顶 的 小 曲 边 梯形 的 面积 ; 


b— 
5S; 一 BC 十 4y3 十 y4)， 





S53 一 “2 十 4ys 十 -y6)， 
S, = 一 2 by + yo) 
rn 6n yan-z 十 Yeni .2 
将 Sl ,2 9 99， 加 起 来 ,就 得 到 近似 公式 
6 一 一 
| Areaz 2 A[(y 十 yz) 十 4C91 十 ys 十 十 yon-1) 
十 2(y2 十 34 十 … 十 yar-2)j. 
这 个 公式 称 为 辛 普 生 公式 (Simpson's formula). 
2 
例 10 分别 用 矩形 法 、 梯 形 法 和 抛物 线 法 计算 定 积分 | 二 dz 的 近似 值 ,并 比 
较 它们 的 精确 度 . 


lar=1 
解 | dr = Inz 





2 
= ln2 2 0. 693147. 
1 


将 积分 区 间 [1,2]10 等 分 , 即 二 10,Az = 2 二 = 0.1, 令 y== 二 ,算得 各 个 


分 点 的 函数 值 分 别 为 :1.0000,0. 9091,0.8333 ,0.7692,0. 7143,0. 6667.0. 625， 
0. 5882 ,0. 5556,0. 5263 ,0. 5000. 
和 矩形 法 ，; 


2 
| 二 dz ~ “a. 00 十 0. 9091 十 … 十 0.5) = 0. 76876. 
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梯形 法 : 





10 
一 0. 69376. 


8 


2 
| 工 dz ~ 2=1ci000 二 0. 5000 | 0.9091 十 … 十 0.5263) 
1 


抛物 线 法 : 
2 

| 全 dz ~ 601 十 0.5000 十 2 X (0.8333 十 0.7143 十 0.625 十 0.5556) 十 
1 


4 X (0.9091 十 0.7692 十 0.6667 十 0.5882 十 0. 5263) 
~ 0. 693146. 
三 种 求法 的 近似 值 与 0. 693147 比较 ,可 知 矩 形 法 的 精度 最 低 ,其 次 是 梯形 法 ,抛物 
线 法 最 好 . 


思考 题 


1. 对 于 积分 | z V1 一 Fdz 作 变 痪 z 一 sint 是 否 可 行 ,为 什么 ? 
2. 由 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 ,有 


| 一 一 dz = arctanz|' 一 工 

11 十 Zz 一 ! 2° 

但 若 作 工 一 十 的 变换 , 则 
1 1 
| | 二 25- | ,1 


1 
从 而 ,有 | 本 id = 0 两 个 结果 哪 一 个 是 错误 的 ?为 什么 ? 


思考 题解 答 


1 不行 . 国 为 不 管 4 如 何 取 值 ,总 有 |z 一 sint| < 1 而 积分 | = 一 dz 中 
0 
工 的 取 值 范围 是 [0,3]. 

2， 第 二 个 . 因为 zx 一 下 在 [一 1,1] 中 有 间断 点 二 0, 即 在 [一 1,1] 上 不 连续 . 


9.9 上 广义 积分 


定 积分 具有 这 样 的 特点 :积分 区 间 为 有 限 区 间 ; 被 积 函数 在 积分 区 间 上 不 存在 
无 穷 型 间断 点 . 但 在 实际 问题 中 ,常会 遇 到 积分 的 上 、 下 限 为 无 穷 大 或 被 积 函数 在 
积分 区 间 上 有 无 穷 型 间断 点 的 情形 . 因此 ,就 需要 把 定 积分 的 定义 推广 到 这 两 种 情 
况 . 推广 后 的 积分 称 为 广义 积分 ,以 前 讲 过 的 定 积分 叫做 常 义 积 分 . 








5.5.1 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 


定义 1 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a, 十 co) 上 连续 , 任 取 一 有 限 数 5b(a 二 5 二 
十 co)， 积 分 | f(z)dz 存在 ,我 们 称 极限 ,Jim | f(z)dz 为 函数 f(z) 在 区 间 [a, 十 


十 co 
co) 上 的 广义 积分 (improper integral) , 记 作 | f(z)dz, 即 
十 oo 6 
| frydz = lim | fi)dz. 
a 十 ccJ a 


如 果 极限 ,lim | /cz)dz 存在 , 则 称 广 义 积分 |” f(z)dz 存在 或 收敛 (convergent ， 
如 果 极 限 不 存在 , 则 称 此 广义 积分 不 存在 或 发 散 (divergent)， 
、 、 +~ 1 
例 1 计算 广义 积分 | dz. 
解 ” 任 取 bE (0, + oo0), 则 





b 


= arctanp， 
0 





5 
| Td = arctanz 


从 而 


十 co 1 d 1 百 1 1 
| 1 二 x? r= lim| T+ 工 
工 
2 


一 im arctanb 一 
因为 极限 存在 ,所 以 广义 积分 | “二 了 -dz 收 全 
例 2 计算 广义 积分 [二 dz 
解 ” 任 取 2E (1, 十 co), 则 
[ Tdz = ln|z| | = lnb， 
从 而 


| ze -mf de 
= lim lnp 
一 十 ceo。 
因为 极限 不 存在 ， 所 以 广义 积分 六 ”二 dz 发 散 
类 似 地 ， 可 以 定义 区 间 (一 = ，6 上 的 广义 积 


| rpaz 二 lim | fe)de 
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此 外 ,还 可 以 定义 区 间 ( 一 se, 十 co) 上 的 广义 积分 
人 reeoaz= | frdrt+ | fz)dz 


= lim fiz)dz + lim | fez)dz, 


人 


其 中 < 为 (一 < 二 <) 中 任 一 常数 , 当 右 员 机 个 广义 积分 部 存在 时 ,我 们 才 说 广义 
OE 


例 3 计算 广义 积分 | 于 dz 
解 任 取 aE (一 co,0), 则 








"_z -1 zy 
| :adz= zln(l + 7) 


一 一 二 lndl 十 a2)， 
2 
从 而 


， lim | — zd 
| i lim| ed 
= lim 一 了 Indl 十 a) 


因为 极限 不 存在 ,所 以 广义 积分 | ，- 工 


例 4 计算 广义 积分 | “dz 
解 取 c==0， 


[1 =| 二 | 


0 
一 lim | 让 Td + im | 7 五 二 


0 


j 未 dz 发 散 ， 








6 
十 lim arctanx 


人 -一 co 





= lim arctanz 
a —oo 





0 


一 一 lim arctana 十 lim arctanb 
Q 一 一 co be"—o 


十 


工 | 开 
2 2 


收敛 . 





所 以 广义 积分 | ”dz 


5. 5.2 被 积 函 数 有 无 穷 型 间断 点 的 广义 积分 
定义 2 设 f(z) 在 l(a,65] 上 连续 ,a 为 f(x) 的 无 穷 型 间断 点 , 即 








lim f(z)=00. 
任 取 。>0, 积 分 | f(z)dz 存在 ,我 们 则 称 极限 lim | f(z)dz 为 函数 /(z) 在 (a， 
ate ex0 ate 
匀 上 的 广义 积分 , 记 为 | f(z)dz, 即 


b b 
| reopaz = lim | fedz. 
车 极限 lim ”f(z)dz 存在 , 则 称 广 义 积分 | /Cz)dx 存在 或 收 伍 ,否则 认为 它 不 


存在 或 发 散 . 
例 5 计算 广义 积分 | 





0 
] 
dz. 
lA /x 











解 函数 /(z) 一 二 二 在 (一 1,0] 上 连续 , 且 x 一 一 1 为 1(z) 的 无 型 间断 
点 , 即 
lim — 
lt Mz 
任 取 e 守 0, 则 
「 1 dzx= arcsinx 
-itre MI — xz? pe 
一 arcsin(l1 一 <)， 
所 以 
2 1 1 








dz 


dz= lim 


0 
-1M1l—z’ er0t J-ite M1— x’ 


= lim arcsin(] — e) 


e—0 


Tn 


2 
类 似 地 , 若 f(x) 在 [a,5) 上 连续 , 且 5 为 f(x) 的 无 穷 型 间断 点 , 即 lim f(x)= 
co , 则 定义 广义 积分 


b 力 一 E 
| redz 一 lim | fx)dz. 
a em0t Ja 


车 f(z) 在 [a,5] 上 除 。 点 外 均 连续 ,其 中 zz 一 c 是 f(x) 的 无 穷 型 间断 点 , 即 
limf(x) 二 00, 则 定义 广义 积分 


看 Cc b 
| feaz= | far 十 [redz 


cel b 
= lim | fiz)dz + lim | fz)dz. 
em0t+ Ja eof J ete, 


1 
6b 


同样 地 , 当 右 端 二 个 广义 积分 都 存在 时 ,我 们 才 说 广义 积分 | read 收敛 ,否则 认 








为 它 发 散 . 
例 6 计算 | zdz. 

解 ” 函 数 f(z) = 十 在 [一 1,1] 上 除 z=0 点 外 都 连续 , 且 x 一 0 为 f(z) 的 无 穷 
型 间断 点 , 即 














-a 1 
一 lim -| in 一 一 | 
GE Zz 一 1 一 0 十 Ey 
= lim | — 1) + lim 圭一 1 
em0 6 ez 一 0 


所 以 ,广义 积分 | 二 dz 发散 
注意 ,如 果 朴 名 了 zx 一 0 是 被 积 函 数 的 间断 点 ,就 会 得 到 下 面 的 错误 结果 ， 


1 


= 一 1 一 1 = 一 2. 


一 1 








1 
| didz = ( 1) 
一 1 


xX 





可 见 , 对 于 形 如 [fadz 的 积分 是 普通 积分 ,还 是 广义 积分 ,要 特别 慎重 , 关 
键 取决 于 F(z) 在 [a, 引 上 是 否 有 无 穷 型 间断 点 ,这 也 是 能 和 否 得 出 正确 结论 的 决定 
因素 . 
5.5.3 函数 


在 许多 自然 科学 理论 和 实际 应 用 中 ,经 常用 到 一 个 很 重要 的 函数 一 函数 
《gamma function). 
定义 3 当 z>0 时 , 称 函 数 
ro = rend 
为 下 函数 ， 
可 以 证 明 = 之 0 时 ,此 广义 积分 收 和 化 ,z 委 0 时 发 散 . 因此 , 厂 函数 在 z>>0 时 才 
有 定义 ， 


当 z>1 时 ,积分 | “zie-dt 为 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 
当 0<z<1 时 ,点 xz 一 0 为 被 积 函 数 的 无 穷 型 间断 点 ,这 时 积分 可 分 成 
三 ed 一 上 ed 十 三 ed 


YY 











卫 函数 有 许多 良好 的 性 质 . 这 里 只 介绍 几 条 简单 常用 的 性 质 . 


(1) PTO)=1. 
十 ee b 

证 明 r=| ed = lim | ed 
0 b+oJo0 


6b 





= lim (~—e ') 
二 0 
= lim (1 一 e- 
6 十 co 
一 工 . 
(2) T(z+1)=zxT (zx) (z>0)., 


了 
证 明 _Pcz 二 1l) =| re-‘dz 
0 


D 
= lim | tf"e ‘dt 


> 十 ccJ0 





6 
+z| ie dz | 
0 0 


= lim [(—r*e ’) 
5 十 co 


b 
= lim | ed 
0 


b+ oo 


=zl (rx). 
特别 地 , 当 z 取 为 正 整数 十 1 时 ,有 
Tat+1)=nT (nn)=n— DT—2)=. "=n! T()=n!. 
例 7 计算 广义 积分 








十 co 
| se 一 xd 
0 
十 oo 十 co 
解 | se 一 qd =| xX’ le dz 
0 0 
一 PC9) 一 81 
=40320. 
(3) TOIT(—z)=— ,0<z<l 
SINTT 
ln 1、,. 1 nm 、 
SN 一 一 
2 
rT)=V 元 . 


例 8 求 下 列 广义 积分 的 值 
| edz, n> 0. 


解 令 江 =4, 则 dz= 二 tidz, 所 以 
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例 9 计算 TT(4.5) 
解 有 (4.5) 一 有 (3.5 十 1) 一 3. 5T(3. 5) 
一 3.5X2.5X1.5X0.5XP(0.5) 




















一 6.5625 人 / x 
11. 6317. 
+ 1 
1 | dz=| 一 二 一 0, 对 吗 ? 为 什么 ? 
十 ce 1 ee 1 . 本 1 
2. | Znizd? =lim| znd tlim | 了 ndz 
上 [a 
-im|- 让 + lim 一 二 
0+ nz etol lnz|. 
一 一 1 十 1 一 
对 吗 ? 为 什么 ? 
3. 计算 广义 积分 
三 le dr 
-~» MV 2NA0 


1. 错 , 因为 函数 f(z) 一 点 在 一 0 点 问 断 , 且 为 无 穷 型 间断 点 ,所 以 
十 co 
| dx= [ Bdzt| 二 dz. 


右 端 两 个 广义 积分 均 发 散 ， 歼 原 积分 发 散 . 
2. 错 . 因为 z 一 0\z 一 ] 为 函数 /(z) 一 -的 无 穷 间断 点 ,所 以 


站 dx = dz 十 * dx + dz 
0 Xln’z o Xin’z [Wes ln? + 上 | 2Zln2 和 十 | zln?zr’ 


1 d 
其 中 积分 | ,一 分 发表， 
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: ZA ;内 和 和 分 化 为 
3. 作 变换 t， 则 积分 
太志-=- 坟 |， 
一 oo nx ni 0 
再 作 变 换 世 一 y 则 积分 进一步 化 为 
1 ff 1 ),.,, 1 工 、_ 
- 广 | 2 dy T=l. 


5.6 定 积分 的 应 用 


定 积分 的 应 用 极其 广泛 , 本 节 只 提出 几 种 简单 应 用 ,以 阐明 运用 定 积分 解决 实 
际 问题 的 方法 . 


5.6.1 平面 图 形 的 面积 


计算 由 曲线 所 围 成 的 图 形 面积 ,可 归结 为 计算 曲 边 梯形 的 面积 . 如 果 平 面 图 形 
是 由 连续 曲线 y= 二 f(x),y==g(x) ,以 及 直线 x==a,zx=b(a<5b), 所 围 成 ,并 且 在 [a， 
bj 上 f(x) 之 g (zx)( 见 图 5.11) 则 面积 为 


b 
A= | [f(x) — g(x) dz, (5, 2) 


不 论 f(z) 与 glz) 在 坐标 系 中 的 位 置 如 何 ,只 要 曲线 f(z) 与 曲线 g(x) 分 别 为 
图 形 的 上 边界 与 下 边界 曲线 ,上 面 的 式 子 都 是 成 立 的 ， 

类 似 地 ,如 果 平 面 图 形 由 连续 曲线 xz 二 p(y) ,x 一 p(y) ,以 及 直线 y=c,y=d 所 
围 成 . 并 且 在 [c,d] 上 ply) 之 yg(y)( 见 图 5.12), 则 面积 为 











图 5.11 图 5.12 


d 
4= | [p(y)—y(3) 1dy. (5. 3) 


例 1 求 y 六 =z 与 y=zx? 围 成 图 形 的 面积 . 
解 ” 如 图 5.13, 曲 线 y==z 与 y=zx? 在 第 一 象限 的 交点 为 (1,1). 
所 以 ,两 曲线 围 成 的 面积 


a 














例 2 求 由 抛物 线 y==x? 十 1 与 直线 y=3 一 x 所 围 成 图 形 的 面积 . 


解 ” 如 图 5.14 
由 所 给 的 抛物 线 与 直线 的 方程 作 方 程 组 ,可 以 解 得 它们 的 交点 M 与 N 的 横 坐 


标 是 z= 一 2 与 x=1, 因 此 ,得 
1 1 
4= | (3 一 zx)dz -| (zZ2 十 1)dz 
一 2 一 2 


1 3 





->- 引 





二 10 二 _6o-4l 
一 10 广 一 6 一 4 方 . 


例 3 求 由 曲线 光一 2z 及 直线 yz 一 4 所 围 成 图 形 的 面积 . 


解 ” 如 图 5. 15. 
解 方 程 组 
| 22 一 27 
3 一 工 一 芷 


求 得 曲线 与 直线 的 交点 为 4(8,4),B(2， 
一 2)， 则 所 求 的 面积 为 


4 2 
A4= (s+4—2)ay 
一 2 2 





图 5. 15 








5. 6.2 旋转 体 的 体积 

平面 图 形 绕 着 平面 内 一 条 直线 旋转 一 周 而 得 的 几何 体 为 旋转 体 . 为 简便 起 见 ， 
我 们 考虑 y= 二 了 (zx) (f(r) 之 0),z+=a,x= 二 by 二 0 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 xz 轴 旋 转 一 
周 形成 的 旋转 体 的 体积 V. 如 图 5. 16 





为 了 求 这 旋转 体 的 体积 了 ,我 们 在 [a, 纪 内 任 取 两 点 二 及 z 十 dz, 并 过 这 两 点 
分 别 作 垂直 于 Oz 轴 的 截面 , 则 得 一 薄片 . 设 这 薄片 的 体积 为 AV ,由 于 薄片 的 厚度 
dz 很 小 ,所 以 薄片 体积 就 可 近似 地 看 作 是 以 dz 为 厚 、 以 xy 为 底面 积 的 小 圆柱 的 
体积 , 即 
AV 2 ryidx. 
ry dz 称 为 体积 微 元 , 记 作 dV , 即 
dV 一 ny’dx. 
以 dy 为 被 积 式 ,在 [a,5] 上 求 定 积 分 ,得 整个 旋转 体 的 体积 为 
v= {dv = | ydz = {af naz. (5. 4) 


一 般 地 , 设 实际 问题 可 化 为 计算 在 区 间 [a,5] 上 的 某 个 量 Q ,首先 ,在 [a ,0 内 
任 取 两 点 Z5Z 十 dz 以 小 区 间 [z,z 十 dz 为 代表 ,以 “均匀 代 不 均匀 ?和 扳 出 这 个 量 Q@ 
在 该 区 间 上 分 量 AQ@ 的 近似 值 f(x)dz, 即 
AQ 三 xz)dz. 
把 近似 值 ACz)dz 称 为 量 Q 的 微 元 , 记 作 dQ, 即 
dQ= f(x)dz. 
根据 定 积分 的 定义 ,AQ 的 求 和 取 极 限 过 程 , 即 是 以 微 元 dQ 作为 被 积 式 ,在 
[a,5] 上 作 定 积分 , 故 


Q = 站 reaz 


上 述 方法 称 为 微 元 法 . 此 方法 的 关键 是 在 微小 的 局 部 进行 数量 分 析 , 找 出 正确 
的 微 元 表达 式 . 
例 4 已 知 y=xz?, 且 xzE[0,2]. 求 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 体 的 体积 . 


-3 PT 

















5.6.3 变 力 所 作 的 功 


设 质点 MM 受 力 F 的 作用 沿 直线 OS 运动 , 力 下 的 方向 与 质点 运动 的 方向 一 
致 . 如 果 力 下 是 一 常量 , 则 质点 MM 在 下 作用 下 从 a 运动 到 45 时 ,FF 所作 的 功 W 是 
W=F(b—a). 
如 果 力 下 不 是 常量 ,而 是 在 os 上 不 同 点 处 取 不 同 的 值 , 即 力 下 是 ; 的 函数 下 = 
F(s). 则 不 能 直接 应 用 上 面 公式 来 求 变 力 所 做 的 功 . 
如 图 5.17 所 示 , 设 在 a,b 两 点 之 间 , 任 取 一 点 ;, 并 给 以 微小 增 量 ds, 把 [s,s 十 
ds] 这 一 小 段 上 的 力 视 为 常量 , 此 时 在 ds 小 段 上 力 五 所 做 的 功 为 


dy 一 F(s)ds， 
这 就 是 功 的 微 元 . 
因此 , 变 力 由 a 到 6 这 一 段 上 所 做 的 功 为 
w= [dw = [Fds (5. 5) 
F=F (s) | 
图 5. 17 
例 5 设 一 根 弹簧 的 弹性 系数 为 上 ,将 弹簧 由 原 长 在 弹性 限度 内 拉 长 5, 求 拉力 
所 做 的 功 . 
解 ” 据 虎 克 定律 知 ,拉力 =kz, 所 以 
WS= | Fedr 


一 | kzdz 一 pL 


例 6 把 一 个 带 十 g 电量 的 点 电荷 放 在 z 轴 上 坐标 原点 O 处 , 它 产生 一 个 电 
场 . 该 电场 对 周围 的 电荷 有 作用 力 , 作 用力 的 大 小 为 


下 一 上 筷 ， 


其 中 z 为 另外 一 个 正 电 荷 到 原点 O 的 距离 . 求 当 单位 正 电 荷 在 电场 中 从 x 二 a 处 沿 
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Zz 轴 移 至 z=6(a<p) 处 时 ,电场 力 已 对 它 所 做 的 功 . 
解 Ww =| F(x)dx 


b 
=| kGdr 
a 
E23 
1 
-bg[ 一 二 | 


i 二 | 
a pr 








$. 6.4” 定 积分 在 医学 上 的 应 用 


定 积分 在 医药 卫生 中 有 着 广泛 的 应 用 . 
例 7 医药 学 的 一 级 速率 过 程 中 ,速率 的 绝对 值 为 v=kCoe-*, 其 中 CGC, 为 :=0 
时 某 种 物质 的 量 或 浓度 ,& 为 一 级 速率 常数 . 求 开始 至 工 时刻 这 段 时间 的 平均 速 
解 5 = 元 | vod 
一 去 | kCoe “dr 


Cef ,on 
= 字 | ,和 dt 





Co 
二 地 (1 一 e 全 )， 
例 8 在 某 测 定 胰岛 素 的 实验 中 ,让 病人 禁 食 (用 以 降低 体内 血糖 水 平 ), 通 过 
注射 给 以 大 量 的 糖 ,假定 由 实验 测 得 血液 中 胰岛 素 浓度 CG) (单位 /ml) 是 下 列 分 
段 函 数 





co) = 人 0 雪上 扫 5， 
25e 一 4 一 5) t>5, 
其 中 = 元 风 闻 的 人 是 分 ,水 一 小 时 让 下 了 
解 Co 一 0 二 上 Cl)dt , 


5 60 
一 | £(10 一 +t)dt 十 [ 25e "dz | 








_ 1 5|- 1 | 60 
一 (5t2 -一 73 k(t— 5) 
i005 3 |， + 15 ee , 
1 
1 1 2 ee 一 554 
a0¢ 25 ) Dore 1) 
2 
一 18 一 2. 0 1487 一 1) 


关 11. 63 (单位 /ml). 








例 9 有 一 段 长 为 ,半径 为 RR 的 血管 ,一 端 血压 为 P;, 另 


Pz) ,已 知 血 管 截面 上 距离 血管 中 心 为 r 处 的 血液 流速 为 


( 式 中 7 为 血液 蒜 河 系数 ) , 求 在 单位 时 间 内 流 过 该 截面 的 血 流量 Q. 

解 由 于 血液 有 黏 性 ,在 血管 壁 处 受到 摩擦 阻力 ,血管 中 心 流速 比 血管 壁 附近 
流速 大 ,为 此 ,将 血管 截面 分 成 许多 圆 环 ,在 [r,r 十 drJ 上 的 这 一 小 圆 环 面 上 , 由 于 
dr 很 小 , 环 面 上 各 点 的 流速 变化 不 大 ,可 以 认为 近似 不 变 ,于 是 可 以 用 圆周 处 的 流 
速 Y(r) 来 代替 , 圆 环 面积 近似 为 2xrdr, 通 过 小 圆 环 的 血 流量 AQ 的 近似 值 为 





V0 元 : (R’:—r’) 


AQ=VGr)，2rrdr， 


于 是 流量 微 元 为 


故 


dQ=V(r) ， 2xrdr, 


R 
Q= | dQ 
0 
R 
=| V(r). 2xrdr 
0 


PoP,p ， 
= | IL (R’ — 72) »。 2rrdr 


R 
一 | (Rr _ ri)dr 
0 
加 | 2 | 
和 277 2 7 


工 ( 忆 一 PR 
87L “ 


R 





0 





思考 题 


1. 用 徽 元 法 推 证 本 节 公 式 5,3, 即 
A= [tee — yy) Jdy. 


2. 在 环节 全 3 中 ,试用 作 积 分 变量 求 所 要 求 的 平面 图 形 的 面积 


3. 证 明 : 球 体 的 体积 为 V=SxR’,R 为 球体 的 半径 ， 
4. 考虑 如 何 求 平面 图 形 绕 2 轴 旋 转 而 得 的 旋转 体 体 积 . 


5. 设 曲线 y 二 f(z) 在 [a,6] 上 连续 , 求 区 间 [a,5] 上 曲线 的 弧 长 


一 端 血压 为 Pi(Pi> 








1 在 区 间 [cydJ 上 任 取 一 小 区 间 [y，y 十 dy 在 这 个 小 区 间 上 ,相应 的 窒 条 面积 
近似 等 于 高 为 dy, 底 为 VC) 一 %(y) 的 窄 夫 形 的 面积 ,从 而 得 到 面积 微 元 
dA=[9(y)—y(y) Jdy, 
从 而 


4 一 | [9(y) — J(y) Jdy. 
2. 取 xz 作 积分 变量 , 过 交点 B 作 平 行 于 y 轴 的 直线 , 则 所 求 平面 图 形 的 面积 为 
A= ?| Vazdz 十 [tx 2z — (x — 4) ldx 


2 8 8 
=2| Vazdz + | Vazdr — |{ (x — dz 
[9 2 2 











/ 2 / 8 8 
— 2.2Y2 an 4 ~ 2 an (Tz 4z| 
3 0 3 2 2 2 
一 16 , 38 
一 3 二 3 
一 18. 


3. 以 在 工 轴 上 方 的 半 图 周 曲线 y 一 \V 民 : 一 她 绕 工 轴 族 转 , 即 可 得 球 的 体积 为 
V= | x(VR 2)’dz 


一 | (a 一 Zz?) dz 








4. 由 曲线 zx 一 8(y) ,直线 y 一 c,y 一 d 及 》 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 2 轴 旋 转 一 
周 形成 的 旋转 体 的 体积 为 


a 
V= | «Lg Cy) Jdy. 


具体 作法 类 似 于 绕 工 轴 旋 转 的 情况 . 参见 本 节 公式 5.4 的 推导 
5. 在 [a 0] 上任 取 一 小 区 间 [Lz,z 十 dz](dz 很 小 ), 对 应 的 弧 长 如 下 图 








一 一 和 








xX+AxX 


AS WAz 二 Ay’ 
x MV (dr) 十 (dy)’ 


则 


dS== 和 /1 十 (2) dz 


= V1 (f(r))dr, 
因此 : 


b 
S =| MI OF (Cr) dz. 
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习 题 5 
1. 计算 下 列 定 积分 
1 V3 dz 
2 ， , 
G) | ce 十 sinr)dzi 四 证 
COS2X . 
(3) | sinz + cosze™s (4) | i 
a 3 
‘5 a (a>0); (6) | zidz; 
(7) | ze dz; (8) Jisingcos’0d0; 
0 
2 _ 
(9) | >—= la,y, (10) | V 工 一 1dzr， 
3 人 23 十 1 1 立 
2 
i 1 
(11) [ “Tidzx; (12) dx; 
2 | TREERd 
0 1 1 _ 
(13) | 元 十 2 十 7 2dz (14) | = dx; 
1 1 
(15) | Xie’dz; (16) | xarctanzdz; 
0 0 
1 € 
(17) | ercos2zdz, (18) | sindnz)dz; 
0 1 
1 3 1 
(19) | M4— ridr; (20) | adx 
0 1 区 十 人 
， 67: 十 ]， 一 2 过 zx 过 0， 
2 设 /am 一 人 四 
rx’, 0 < 王 工 < 委 2. 
2 
计算 | fr)dz. 
—2 














3. 将 [0,1]8 等 分 ,分 别 用 矩形 法 、 梯 形 法 和 辛 普 生 法 计算 | zdz. 保留 4 


位 小 数 . 


4. 求 函数 y=2z 十 3 在 区 间 [0,4] 上 的 平均 值 . 


5. 一 长 为 3cm 的 细 棒 , 棒 的 一 端 与 原点 重合 


克 / 厘 米 , 求 棒 的 平均 密度 . 
6. 计算 下 列 矿 义 积分 


wT dz; 


(3) 三 zcoszdzi 
0 


, 棒 上 任 一 点 工 的 密度 o 一 6 一 二 


十 co 
2 | e-edz (a0); 


(4) | 
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1 1 , 
| A (© neers 
1 ] e 1 
1 1 
(7) | sd (8) | zw 


7. 证明 广 义 积分 | 二 dz, 当 >1 时 收敛 ; 当 ncl 时 发 散 ， 
8. 计算 直列 曲线 所 围 成 图 形 的 面积 . 

(1) y=lnzx,y=0,7x=4; 

(2) y=2x,y=3— zx’; 

(3) y=e’,y=27; 

(4) y 王 27z 十 3,y 一 2 
9. 利用 三 函数 计算 下 列 广义 积分 的 值 

(1) 人 eradr (2) 三 sersaz 


10. 求 本 图 气 十 发 一 1 绕 z 轴 旋 转 的 旋转 体 体积 

11. 求 > 一 屏 及 y 一 1z 一 0 围 成 的 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 

12. 求 y*= 寻 (0O<z<4) 的 弧 长， 

13. 已 知 z 为 自然 数 ,证 明 

2。，4，6，。，…“。， 2 一 2" 有 (2 十 1)， 
14. 测 得 药物 从 尿 中 排泄 的 速率 为 
v(t)=te™* (k>0)， 
求 从 时 间 :一 0 到 = 排 洪 的 总 药 量 Q, 及 T 一 十 oo 时 的 极限 
15. 某 质点 运动 的 速度 为 
v= 二 vo 十 at， 

其 中 为 加 速度 ,vo 为 初始 速度 , 求 在 [0,7] 这 段 时 间 内 经 过 的 路 程 

16. 把 质量 为 m 的 物体 从 地 面 升 高 到 高 度 为 的 位 置 需 做 多 少 功 ? 若 使 物体 
远离 到 无 穷 远 处 , 则 功 等 于 多 少 ? (提示 :一 mg 全 ,表示 物体 离 地 心 的 距离 ,R 是 
地 球 半径 . ) 
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人 


15， 


16. 


习题 5 答案 
> 1 工 _ 工 
(1) 2 e cos1 十 2 (2) 8， (3) 一 2， (4) 6 
1 1 1 26 
(5) ln2， 《6) 0， (7) 2° 2 . (8) 3 9 (9) 3 9 
工 wg nT 
(10) 2 一 >， (11) 2， (12) 6 ， (13) 7 ， 


(14) 1 一 2e-1， (15) e 一 2， (16) 证 (zx 一 2 一 2n2)， 





Eo xT e vs; 1 二 
(17) 5 (2sin2 十 cos2) 10’ (18) 2 (sinl —cosl)+ 2 ， 
TT /3 3 
(19) 3 十 2 ， (20) ln > 
22. 


0. 8785， 0.7847， 0.7854. 





7. 
1 
5 才 克 ， 
. (1) 发 散 ， (2) 过， (3) 发 散 ， (4) 发 散 ， (5) 邓 ， (6) 一 1， 
(7) 发 散 ， (8) 玉 . 
略 . 
, (1) 8lIn2—3, (2) 103， (3) 2eln2+1, (4) 10 二 
. (1) 24， (2) 所 六 (提示 : 设 2+=7). 
4 72 
3 ab 
工 
< 
8 一- 
27(10 10—1). 
略 . 
1 |/ 
Q= 去 -e-e| + 十 | ,im Q= 直 
ooT 十 和 7 
ERA py mgR. 


De 
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前 面 重点 讨论 了 只 有 一 个 自 变量 的 一 元 孔 数 的 微 积分 问题 . 而 在 实际 中 ,研究 
的 问题 往往 牵涉 到 多 方面 的 因素 ,反映 到 数学 上 ,就 是 一 个 变量 依赖 于 多 个 变量 的 
情形 . 这 就 提出 了 多 元 函数 以 及 多 元 函数 的 微 积分 问题 , 多 元 函数 微 积分 学 是 一 元 
函数 微 积分 学 的 推广 . 两 者 在 概念 、 理 论 与 研究 方法 上 有 类 似 之 处 ,但 也 存在 着 很 
大 的 差别 . 本 章 讨 论 中 以 二 元 函数 为 主 ,相应 的 一 些 结果 ,可 以 毫 无 本 质 区 别 地 推 
广 到 二 元 以 上 的 函数 上 去 . 


6.1 空间 解析 几何 简介 


6.1.1 空间 直角 坐标 系 


在 空间 任 选 一 点 O, 过 OO 点 作 3 条 两 两 垂直 的 数 轴 Oz、Oy 和 Oz,3 条 数 轴 的 
指向 习惯 上 按 右手 系 确定 ,这样 就 构成 了 空间 直角 坐标 系 (space rectangular coor- 
dinate system) (图 6. 1). 其 中 OO 称 为 坐标 原点 (origin) ,Ozx、Oy 和 Oz 分 别 简称 为 
+ 轴 ,y 轴 、z 轴 , 并 统称 为 坐标 轴 (Coordinate Axis). 
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三 条 坐标 轴 中 每 两 条 所 决定 的 平面 zOy、yOz 和 zxOz 称 为 坐标 面 (coordinate 
Plane). 三 个 坐标 面 把 整个 空间 分 成 8 个 部 分 ,每 一 部 分 称 为 一 个 封 限 (octant ). 我 


限 , 四 个 象限 的 下 部 分 依次 叫做 第 V 、Vi、W、W 卦 限 ,如 图 6. 2 所 示 . 

设 己 为 空间 任 一 点 ,过 书 点 作 三 个 平面 分 别 与 三 条 坐标 轴 垂 直上 且 交 于 点 A,B 
和 C. 设 4,B,C 在 zx,y,z 轴 的 坐标 分 别 为 z,y,z,; 则 空间 点 卫 必须 对 应 这 样 一 个 
有 顺序 的 数组 (x,y,z); 反 之 ,对 于 一 个 有 顺序 的 组 数 (z,y,z) ,我 们 在 zx,y,z 轴 上 
分 别 取 坐 标 为 zx,y,z 的 三 点 4,B,C, 然 后 过 这 些 点 分 别 作 zx,y,z 轴 的 垂直 平面 ， 
由 三 个 平面 就 可 确定 空中 惟一 的 交点 P. 这 样 ,就 建立 了 空间 一 点 P 和 有 序数 组 
(x,y,z) 之 闻 的 一 一 对 应 关系 . 我 们 称 这 个 有 序数 组 为 点 已 的 坐标 (coordinate) , 记 
作 PCz,y,z) ,xz 叫做 点 卫 的 横 坐 标 ,y 叫做 点 已 的 纵 坐 标 ,z 叫做 点 卫 的 坚 坐 标 . 
显然 ,原点 O 的 坐标 为 (0,0,0). 

设 Pi(xi,y1,21) 和 Ps(zxz,y2,z2) 为 空间 两 点 ,过 Pi 和 PP, 各 作 3 个 平面 分 别 垂 
直 于 坐标 轴 , 这 6 个 平面 围 成 一 个 以 PP, 为 对 角 线 的 长 方 体 . 容易 看 出 它 的 3 个 
楼 的 长 度 分 别 为 |xs 一 zi1| ,ys 一 ,|zs 一 z1| ,如 图 6.3. 因 此 ， 





| 已; 已 :| = Vr) Cy ye ei)? (6,.1) 
这 就 是 空间 直角 坐标 系 中 两 点 间距 离 公式 . 





图 6.3 


特别 地 ,点 Plz,y,z) 与 原点 O(0,0,0) 之 间 的 距离 为 
[IOP| = Mzxi + y+ zi. 
例 1 求 点 Pi(2, 一 1,4) 和 点 P,(1,0,0) 之 间 的 距离 . 
解 |PP:| 一 (2 一 1) 十 (一 ] 二 07 于 (一 0 有 
一 3 ~/ 2 . 
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6. 1.2 空间 平面 与 二 次 曲面 


我 们 知道 ,空间 中 任 一 点 是 用 一 组 实数 (zx,y,z) 来 表示 的 ,同样 ,空间 中 的 任 一 
曲面 (包括 平面 ) 就 可 以 用 含 x,y,z 的 一 个 方程 来 表示 , 即 F(x,y,z) 二 0, 凡 在 这 项 
面 上 的 点 的 坐标 都 满足 这 个 方程 ,不 在 曲面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 ,这 个 方程 


叫做 曲面 方程 . 
几 是 坐标 (x,y,z) 满 足 两 个 方程 
| ECzyyyz) 一 0 
G(r,y2)=0 
的 点 ,在 空间 也 构成 一 个 图 形 , 它 就 是 空间 中 的 曲线 (直线 是 特殊 情况 ), 因 此 空间 
曲线 可 看 成 两 个 曲面 的 交 线 . 
(1) 空间 平面 


一 般 说 来 ,空间 中 一 个 平面 可 用 一 个 三 元 一 次 方程 
Azr+By+Cz+D=0 


来 表示 ,其 中 4,B,C 不 全 为 零 . 

特别 地 ， 

Azx 十 By 十 Cz 一 0 表示 通过 原点 的 平面 . 

Azx 十 By 十 D 二 0 ”表示 与 = 轴 平 行 的 平面 . 

Az+D=0 表示 与 平面 yOz 平行 的 平面 . 

”X=0 表示 yOz 平面 . 

方程 4t 十 By 十 Cz 十 D=0 中 屿 哪 一 个 坐标 , 则 该 平面 平行 于 相应 的 那 条 坐标 
轴 ; 若 此 时 常数 项 又 为 零 , 则 该 平面 经 过 那 条 坐标 轴 ; 若 方程 缺 两 个 坐标 , 则 平面 就 
平行 于 相应 那 两 条 坐标 轴 所 确定 的 坐标 平面 ;车 此 时 常数 项 又 为 零 , 则 平面 与 该 从 
标 平面 重合 . 

(2) 二 次 曲面 

三 元 二 次 方程 所 表示 的 曲面 为 二 次 曲面 (quadratic surface). 

在 空间 直角 坐标 系 中 ,二 次 方程 (zx,y,z)==0 所 表示 的 曲面 (二 次 曲面 ) 的 形 
状 ,一 般 采 用 “平行 截 口 法 ”来 研究 . 即 用 平行 于 各 坐标 面 的 平面 去 截 曲面 ,得 到 一 
些 截 口 图 形 ,而 掌握 了 各 截 口 的 图 形 就 可 以 大 致 想像 出 该 曲面 的 空间 形状 

下 面 是 一 些 常见 二 次 曲面 ( 表 6. 1). 
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表 6.1 
称 方 程 图 形 在 坐标 面 上 的 截 痕 
( 工 一 4)2 十 (一 总 )2 
十 (z 一 C)2 一 民 2 圆 
球 心 (a,b,c) 
x2 
三 十 但 十 到 一 1 椭 
a,bsc 为 椭 球 的 半 轴 
圆 
柱 | 环 十 办 一 R 在 zOy 面 上 为 圆 
面 
椭 
2 2 
柱 | 到 + 下 -1 在 z0y 面 上 为 桶 贺 
面 
| 
2 
双 1 
曲 | zz v2 
柱 | a gz! b 在 zOy 面 上 为 双 曲线 
O 
加 a 
x 
| 一 一 
zt 
抛 1 
物 ?一 2 0 
X2—2py= 
柱 yy 0 在 zOy 面 上 为 抛物 线 
面 y 
x 
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旋转 抛物 面 















续 表 6. 1 
名 称 方程 在 坐标 面 上 的 截 痕 
单 
叶 。 
到 了 在 xOy 面 上 为 椭圆 ， 
双 出 a Bb ce 在 zxOz 面 和 yOz 面 上 为 双 曲 线 
面 
一 
双 
叶 ， ， ， 在 xOz 面 上 无 截 痕 ， 
面 双 一 各 + 共和 气 =1 在 xOy 面 和 yOz 面 
曲 上 和 截 痕 都 是 双 曲 线 
-二 
本 2 2 
网 z 一 沪 十 帮 在 zxOy 面 上 为 一 点 ， 
遇 | | a46 同 号 ,a=6 时 为 在 xOz 面 和 yOs 画皮 
物 为 开口 向 上 的 抛物 线 
面 


:3 


锥 zy 
a 


面 | 当 a=6 时 为 圆锥 面 





0 
cz 





















在 zOy 面 上 截 痕 为 两 条 相交 直线 ， 
在 xOz 面 上 为 开口 向 下 的 抛物 线 . 
在 yOz 面 上 为 开口 向 上 的 抛物 线 


在 zOy 面 上 为 一 点 ， 
在 xOz 面 和 yOz 面 上 
各 为 两 条 相交 直线 





1. 坐标 面 和 坐标 轴 上 的 点 有 什么 特点 ? 
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2、 求 出 点 (ab,c) 关 于 :(1) 各 坐标 平面 ;(2) 各 坐标 轴 ;(3) 坐 标 原点 的 对 称 点 


的 坐标 ， 
3. 说 明 空 间 两 点 间距 离 公 式 是 平面 解析 几何 中 两 点 间距 离 公式 的 推广 . 


思考 题解 答 


1. 在 坐标 面 zOy、yOz、zOx 上 点 的 坐标 分 别 为 (zy,0),(0,y,z),(z,0,z)， 在 
工 轴 ,y 轴 ,z 轴 上 的 点 的 坐标 分 别 为 (z,0,0),(0,y,0),(0,0,z). 

2, (1) 关 于 xOy、yOz、zOx 坐标 面 的 对 称 点 依次 为 (a,b, 一 c),( 一 a,b,c), (a， 
—b,c); 

(2) 关 于 zyyz 轴 对 称 的 点 依次 为 (a, 一 b, 一 c),( 一 a,6, 一 c),( 一 a, 一 b,c); 
(3) 关 于 原点 对 称 的 点 为 (一 a ,一 56, 一 c). 

3. 当空 间 中 的 点 某 一 坐标 为 零 , 则 点 落 在 相应 平面 上 ,这 时 讨论 两 点 之 间 的 
距离 就 转化 为 讨论 平面 两 点 之 间距 离 . 


6.2 多 元 函数 的 基本 概念 
6.2.1 平面 点 集 与 区 域 


为 了 便于 研究 ,与 一 元 函数 一 样 ,我 们 先 给 出 点 集 、 邻 域 .内 点 、 开 区 域 等 概念 . 

平面 上 具有 某 种 共同 性 质 的 点 的 全 体 称 为 平面 上 的 一 个 点 集 (point set). 

全 平面 记 作 {(ziyzz) [zi,r: ER}=R: 叫做 二 维 空间 ,三 维 空间 记 作 { (zi, zx， 
Ts) |zlyzs ,XER)=R’,R 为 实数 集 . 相应 地 ,可 推广 到 n 维 空间 , 记 作 {Cziyzzy 9 
Za)|zizzwyZnER) 一 R"， 

以 点 PCzoyyo) 为 心 ,8>0 为 半径 的 圆 内 的 一 切 点 PCz,y) 所 组 成 的 点 集 称 为 


点 已 的 邻 域 ,显然 邻 域内 的 点 均 满足 V Cr 一 x)? 十 Cy 一)? 二 6. 


如 果 点 忆 的 某 个 邻 域内 的 点 都 属于 
点 集中 , 则 称 点 了 为 点 集 吕 的 内 点 (inte- 
rior point). 若 点 已 的 任何 邻 域 中 既 有 启 
于 DD 的 点 ,也 有 不 属于 D 的 点 , 则 称 P 
为 万 的 边界 点 (boundary point) (图 
6. 4), 由 全 部 内 点 和 以 闭 曲线 为 边界 的 全 
部 边界 点 组 成 的 点 集 称 为 闭 区 域 Cclosed 
domain); 仅 由 内 点 组 成 的 区 域 称 为 开 区 
域 (open domain). 一 般 说 区 域 是 指 开 区 
域 . 这 些 概 念 不 难 推广 到 三 维 空间 . 
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6. 2.2 多 元 函数 的 概念 

在 很 多 自然 现象 以 及 实际 问题 中 ,经 常会 遇 到 多 个 变量 之 间 的 依赖 关系 ,举例 
如 下 : 

例 1 圆柱 体 的 体积 V 和 它 的 底面 半径 x, 高 hh 之 间 具 有 关系 

V = rrih, 

这 里 ,V 是 随 着 7x,h 的 变化 而 变化 的 , 当 r,h 在 一 定 范围 (ry>0,4 之 0) 内 取 定 一 对 值 
时 ,V 的 对 应 值 就 随 之 确定 . 

例 2 一 定 质量 的 理想 气体 , 它 的 压强 P 和 体积 人 V 与 绝对 温度 人 之 间 的 关系 
是 


这 里 , 当 V 和 了 在 某 一 范围 (7>0,7>0) 内 每 取 定 一 组 值 时 ,就 可 以 得 到 -一 个 确 
定 的 PP 值 . 

这 样 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 . 这 些 例子 的 具体 意义 虽 各 不 相同 ,但 它们 却 有 一 
个 共同 的 性 质 , 抽 出 这 些 共性 就 可 得 出 二 元 函数 的 定义 . 

定义 1 设 在 一 个 变化 过 程 中 ,有 3 个 变量 z,y 和 z,D 是 平面 的 一 个 点 集 . 如 
果 在 咏 中 任意 取 定 一 点 (x,y) 时 ,变量 z 按照 一 定 的 规律 ,总 有 确定 的 数值 和 这 一 
对 值 对 应 , 则 z 叫做 z,y 的 二 元 函数 (bivariate function), 记 作 

z 二 f(x,y) 或 z 二 zlzx,y),(zr,y) ED 站， 

其 中 变量 z,y 叫做 自 变 量 ,而 z 叫 因 变 量 . 使 有 意义 的 自 变量 取 值 区 域 称 为 函数 
的 定义 域 . 

车 点 (zo,yo) ED, 则 对 应 值 zo。 二 f(zxo,yo) 称 为 函数 值 . 


例如 ;函数 2 一 f(x,y) 一 池 和 5, 当 z 一 1,y=2 时 的 函数 值 为 


10 。1 
1 二 + 2 





f(1,2) = 一 2. 


函数 值 的 全 体 称 为 值 域 . 
类 似 可 定义 三 元 函数 、 四 元 函数 等 等 . 我 们 把 具有 两 个 和 两 个 以 上 的 自 变量 的 
函数 称 为 多 元 函数 (multivariate function )， 本 章 的 重点 在 于 研究 二 元 函数 ， 

. 二 元 函数 z= 二 f(z,y) 的 几何 意义 ,在 三 维 空间 内 一 般 表示 一 张 曲 面 (平面 是 曲 
面 的 特例 ). 三 元 函数 4 二 f(z,y,z) 在 三 维 空间 不 能 直观 地 表示 出 来 ,但 它 的 定义 
域 可 用 一 个 空间 区 域 来 表示 . 四 元 和 四 元 以 上 的 函数 , 连 定义 域 也 难以 用 几何 图 形 
表示 了 . 

例 3 求 函数 >=ln(z 十 罗 的 定义 域 . 
解 对 数 函 数 要 求 z 十 y 之 0. 故此 函数 的 定义 域 D=={(z,y)1z 十 y>0) 为 直线 
Zz 十 y 二 0 的 上 方 ( 图 6.5 中 阴影 部 分 ) 的 点 . 所 以 这 个 函数 的 定义 域 是 半 个 平面 . 
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例 4 求 函数 = 一 7(z,y) 一 MSFarcsin| 三 二 六 | 的 定义 域 
解 根据 根 式 和 反正 纺 的 定义 要 求 ,函数 (x,y) 的 定义 域 为 


y 一 ZX 宇 0， 
2 2 
< 








显然 ,这 个 定义 域 是 由 直线 y=x 和 左上 半圆 围 成 的 一 个 闭 区 域 (图 6. 6). 


DX 


SS 
oy 





6.2.3 二 元 函数 的 极限 


和 一 元 函数 类 似 , 讨 论 二 元 函数 z==f(z,y) 的 极限 ,就 是 讨论 当 自 变量 x 一 zo， 
y 一 yo* 即 点 (zy) 一 Po(zoyyo) ,或 点 P 到 Po 的 距离 





p= Mr— rt yy) 0 
时 ,函数 z= 二 f(z,y) 的 变化 趋势 . 
定义 2 设 函 数 z 二 f(z,y) 在 Po(zoyyo) 的 附近 有 定义 (点 Po 可 以 除外 ) , 若 点 
P 以 任何 方式 无 限 趋 近 于 点 P, 时 ,函数 的 对 应 值 f(z,y) 无 限 接 近 于 一 个 常数 4， 
则 称 4 是 函数 f(x,y) 当 x 一 zo,y 一 yo 或 o 一 0 时 的 极限 , 记 为 
lim f(x,y) 二 4 或 p 一 0 时 ,f(z,y) 一 A. 


也 可 用 %e-6” 的 语言 来 叙述 :对 于 任意 给 定 的 正 数 ,无 论 它 怎样 小 ,都 存在 着 


一 个 正 数 6, 使 得 当 0<o=V (zx 一 zx0)? 十 (y 一 yo)? 过 6 时 ,不 等 式 |f(z,y)—A|<e 
都 成 立 , 则 称 常 数 4 是 f(z,y) 在 ZX 六 zo，y 阅 yo 时 的 极限 . 
一 元 函数 的 极限 运算 法 则 可 以 推广 到 多 元 函数 的 情况 . 
例 5 . 2 之 一 y 27 一 y 
cin, 并 十 2y ~ 工 十 27y 











lim (2z 一 y) lim 2z 一 lim y 
x*—l zx Tr 一 
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一 2 一 四 
lim (z 十 2y) lim zx 十 lim 2y 
ey ye2 2 
2 (一 1] 一 2 4 
一 1 十 2.2 3° 


应 该 注意 ,对 于 二 元 函数 ,极限 是 指 P(x,y) 以 任何 方式 趋 近 于 Po(xo,yo) 时 ， 
函数 都 无 限 接近 于 A. 因此 ,如 果 PCz,y) 仅 以 某 一 特殊 方式 ,例如 沿 着 一 条 直线 或 
某 一 曲线 趋 近 于 Po(zo,yo) 时 ,即使 画 数 无 限 接近 于 某 一 确定 值 , 还 不 能 由 此 断定 
函数 的 极限 存在 .但 是 ,如 果 当 已 Cz,y) 以 不 同方 式 趋 近 于 Pu(zro,y) 时 ,函数 赵 近 
于 不 同 的 值 ,那么 就 可 以 断定 这 函数 的 极限 不 存在 . 下 面 用 例子 来 说 明 这 种 情形 . 

例 6 讨论 函数 


十 y 关 0， 
“> 当 (z,y) 一 (0,0) 时 的 极限 . 


YY 
rw 
0， 2Z? 十 多 2 一 0， 
解 当 点 Pl(z,y) 沿 xz 轴 (y=0) 趋 近 于 点 (0,0) 时 ， 
limf (x,y) 一 limf (x,0) 一 lim0 一 0 
又 当 点 PCzyy) 沿 yy 轴 (zx==0) 趋 近 于 点 (0,0) 时 ， 
limf(z,y) = limf(0,y) = lim0 = 0. 
虽然 点 PCz,y) 以 上 述 两 种 特殊 方式 ( 沿 zx 轴 或 y 轴 ) 趋 近 于 原点 时 函数 的 极 
眼 存 在 并 且 相 等 ,但 是 极限 iim/(x,y) 并 不 存在 . 


这 是 因为 当 点 PCr,?) 沿 着 直线 ?一 Az 趋 近 于 点 (0,0) 时 ,有 


. _ 1 Zy 
lim f(x,y) lim Ty 
y=kr*0 y=kr>0 
= lim -a 
zr0 廊 符 kx 
k 
1 二 kk 
显然 它 是 随 着 的 不 同 而 改变 的 . 


对 于 f(z,y), 先 将 y 固定 , 视 f(x,y) 为 z 的 函数 ， 再 求 xz>xo 的 极限 ,得 极限 
函数 FC(y), 然 后 再 令 en 4, 则 这 个 极限 就 称 为 二 次 极限 , 记 作 
lim lim f(x,y)= 二 4. 类 似 地 ,可 定义 另 一 一 次 极限 lim lim f(z,y)= B. 


30 


6.2.4 二 元 函数 的 连续 性 


有 了 二 元 函数 的 极限 概念 ,类 似 一 元 函数 连续 的 定义 ,可 给 二 元 函数 的 连续 
定义 . 
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定义 3 设 二 元 函数 z= 二 f(x,y) 在 点 Po(xo,yo) 的 某 一 邻 域内 (包括 点 Po 有 

定义 ,并 且 有 
lim f(z,») = f(xo, yo0) 

成 立 , 则 称 函 数 z==f(zx,y) 在 点 Polzo,yo) 处 连续 . 

如 果 二 元 函数 在 区 域 D 内 各 点 都 连续 ,那么 就 称 函 数 在 D 内 连续 . 二 元 连续 
函数 的 图 形 是 一 个 无 空隙 .无 裂 锋 的 曲面 . 

例如 连续 函数 > 一 V1 一 到 一 史 (z 十 ys1) 的 图 形 是 球 心 在 原点 .半径 等 于 1 
的 上 半球 面 . 

二 元 连续 函数 也 具有 一 元 连续 函数 的 相同 性 质 . 如 连续 函数 的 和 、 积 、 商 ,复合 
仍 是 连续 函数 ,多 元 初等 函数 在 其 定义 域内 连续 等 等 ,这 里 不 一 一 详 述 . 





函数 的 不 连续 点 称 为 间断 点 . 
上 面 已 讨论 过 的 函数 
_vy 2 2 
ee 人 rz 十 y 天 0， 
0， TX: 十 y= 二 0， 


当 x 一 0,y>0 时 的 极限 不 存在 ,所 以 点 (0,0) 是 函数 的 一 个 间断 点 . 
上 面 的 概念 可 以 推广 到 二 元 以 上 的 函数 . 


1. 方程 F(z,y,z) 一 0 确定 了 一 个 几 元 函数 ? 其 自 变 量 是 哪些 变量 ? 
2. 如 果 点 P(zr,y) 有 无 穷 多 种 方式 越 于 Po(zo,yo) 时 ,函数 均 趋 于 数 4, 则 此 
函数 的 极限 为 4 吗 ? 为 什么 ? 
3. 车 极限 lim f(x,y) 存 在 ,是 否 lim lim jz,y) 或 lim lim FCzyy) 存 在 ? 
Tro Tr yryo yryg Tr*ro 
4. 二 次 极限 lim lim f(x,y) 或 lim lim f(x,y) 存 在 ,是 否 极 限 lim f(zx,y) 一 定 
Tz0 yo yy Tto zo 
y*yo 
存在 ? 
5， 著 二 元 函数 = 一 (zy) 在 点 (zoyyo) 处 连续 , 则 一 元 函数 z* 一 (zy) 在 点 工 
二 Xo 连续 ;z= 二 (zo,y) 在 y= 二 yo 处 连续 ,为 什么 ? 


思考 题解 答 
1， 确定 了 一 个 二 元 函数 ,z 一 zy) 或 y 一 g(Czyz) 或 ZX 一 h(y,z). 其 自 变 量 分 


别 为 工 各 yy, 过 和 zyy 和 >. 
2. 不 一 定 . 因为 无 穷 多 种 方式 并 不 一 定 包 含 所 有 的 趋向 方式 . 








3， 不 一定. 例如 lim(Cxzsin 1 ysin 1). 
x0 yy z 


yr0 


4， 不 一 定 . 如 
. XC— 2 
lim sy 
y*0 
5 特别 考虑 已 (zyy) 沿 直线 y= 二 yo 和 一 zo 趋 于 (zoyyo) 点 , 则 有 lim f(z,y) 
™>o 


yyo 
=limf (x,y0)=f(ro,yo) 及 limf x,y) =limf (ro,y)= f(ro, yo0). 


yyo 


6.3 偏 导 数 
6.3.1 一 阶 偏 导 数 


在 人 研究 一 元 消 数 时 ,从 研究 函数 的 变化 率 出 发 引入 了 导数 的 概念 . 对 于 多 元 函 
数 同样 需要 讨论 它 的 变化 率 . 但 多 元 函数 的 自 变量 不 止 一 个 , 因 变 量 与 自 变量 的 关 
系 要 比 一 元 函数 复杂 得 多 . 在 这 一 节 里 ,首先 考虑 多 元 函数 关于 其 中 一 个 自 变 量 的 
变化 率 . 

以 二 元 函数 = 一 A(z,y) 为 例 ,如 果 只 有 自 变量 x 变化 ,而 自 变量 y 固定 ( 即 看 
成 常量 ) ,这 时 它 就 是 z 的 一 元 函数 . 函数 对 z 的 导数 ,就 称 为 二 元 函数 = 对 于 的 
偏 导数 , 即 有 如 下 定义 : 

定义 1 设 函 数 z==f(z,y) 在 点 (zxo,yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,将 y 固定 在 y， 
而 z 在 re 处 有 增 量 Az, 若 极限 


。 f(xo 十 AXx, yo) 一 f (zo, yo) 
lim Az 


存在 , 则 称 极限 值 为 函数 < 二 f(z,y) 在 点 (zxo,yo) 处 对 自 变量 x 的 偏 导数 . 记 作 


9 了 
~ 或 2 了 了 或 万 (Czoyyo)， 
3 六 


其 中 Az,== 了 (zo 十 Az,yo) 一 f(zxo,yo) 被 称 为 函数 在 该 点 对 x 的 偏 增 量 (ppartial in- 
crement), 


若 将 xz 圈定 在 2zo* 而 y 在 处 有 增 量 Ay 时 ,有 极限 
lim f (xo, yo 十 Ay) 一 f(xo, yo ) 


Ay*0 Ay 
存在 , 则 称 极限 值 为 函数 2 二 f(x,y) 在 点 (zo，yo) 处 对 自 变 量 y 的 偏 导数 . 记 作 
9 之 af ， 
92 7 二 四 或 9y 了 加 或 f(xo, Ye), 


其 中 Az,=/(zo,yo 十 Ay) 一 FCzo,y) 称 为 函数 在 该 点 对 ? 的 偏 增 量 . 
如 果 函 数 > 一 AKCz,y) 在 区 域 刀 内 每 一 点 (z,v) 处 对 的 偏 导数 都 存在 ,那么 
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这 个 偏 导数 就 是 z,y 的 函数 , 它 就 称 为 函数 z= 二 f(z,y) 对 自 变 量 x 的 偏 导 函数 ,i 记 
作 


2z ,2 了 或 f(x,y). 


类 似 地 ,可 以 定义 函数 > 二 f(x,y) 对 自 变 量 y 的 偏 导 函数 , 记 作 





,2 或 f',(zx,y). 

由 偏 导数 的 概念 可 知 , f(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 对 工 的 偏 导数 (xo,yo), 显 然 
就 是 偏 导 函 数 PCz,y) 在 点 Czo,yo) 处 的 函数 值 ; 户 ,Czo,y) 就 是 偏 导 函 数 户 ,(z， 
》) 在 点 (ro,yo) 处 的 函数 值 . 就 像 一 元 函数 的 导 函 数 一 样 ,在 不 致 误解 的 情况 下 , 仍 
简称 偏 导 数 (partial derivative). 

根据 偏 导 数 定义 , 求 多 元 函数 的 偏 导数 的 方法 与 一 元 函数 求 导数 的 方法 完全 
一 样 , 所 有 一 元 函数 的 求 导 公式 和 求 导 法 则 对 多 元 函数 都 是 适用 的 . 只 要 记 住 对 某 
一 自 变 量 求 导 时 ,把 其 余 的 自 变量 都 看 作 常量 就 行 了 . 二 元 函数 有 两 个 偏 导数 . 

例 1 求 z=f(z,y)==InCzx 十 y) 在 点 (1,0) 的 偏 导数 . 

解 因为 


7 四 1 
f(x,y) 一 pr 


又 因为 


7 27y 
f' ,x,y) 一 过 + 地， 


fF,(1,0) 二 0, 
例 2 理想 气体 状态 方程 PY=RT ,其 中 尺 是 常量 ,求证 


apP.ay.a7_ 
aV ”37 "3 二 一 上 | 


证 明 理想 气体 状态 方程 中 任何 一 个 变量 都 可 作为 其 他 两 个 变量 的 函数 ， 


因而 ,得 





aP RT 9V R397T 了 








avVv Vi’9T P’aP R.' 
于 是 
aP aVv aT RT RV RT __)] 
aV 7 ap Vv’: P R PV 


函数 z= 了 (x,y) 表 示 空 间 一 曲面 ,如 果 将 y 固定 为 y, 那 么 ,曲面 与 平面 y= y。 
的 交 线 Cz 就 是 一 条 平面 曲线 , 它 的 方程 是 
| z= f(x,y), 
J 一 Jo 


z=f(%y0) 








由 于 函数 z= 二 f(x,y) 在 点 (xo,yo) 的 
偏 导数 户 -(Czo,yo) 就 是 一 元 国 数 f(x ,yo) 
在 ze 处 的 导数 , 因此 ,由 一 元 函数 导数 的 
几何 意义 知 ,了 (zxo,yo) 是 曲线 Cz 在 MM 
点 切线 对 z 轴 的 斜率 (图 6.7), 即 
六 (zxzoyyo) = tana. 
6.7 对 户 ,(Czo,yo) 也 有 类 似 的 几何 意义 . 





< 为 ) 


一 元 函数 导数 存在 必定 连续 ,而 二 元 函数 即使 偏 导数 存在 也 不 一 定 连 续 . 
例 3 求 二 元 函数 
yy 2 2 
flr,y) -| "ty 0, 
0， Z2 十 多 一 0， 
在 点 (0,0) 的 偏 导 数 . 
解 f.(0,0) = = lim 


一 _ fim ， 
Ar-=0 





f(0 十 Az,0) 一 f(0,0) 
Ax 


一 0 ， 
同样 
f°,(0;0) = = lim f(0,0+ Ay) 一 f(0,0) 
Ay 





一 lim0 
i Ay*0 


=- 0 ， 
但 在 第 二 节 中 已 经 知道 函数 在 点 (0,0) 并 不 连续 


6. 3.2 高 阶 偏 导数 
设 函 数 >= zy) 在 区 域 D 内 具有 偏 导数 
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3 一 六 (zyy) ,3 = f',(r,y). 
一 般 来 说 ,在 DD 内 广 :(z,y) ,六 (zy) 均 是 zyy 的 函数 .如果 这 两 个 函数 的 偏 导数 
也 存在 , 则 称 它们 是 函数 ==.Fz,y) 的 二 阶 偏 导 数 . 依照 对 变量 求 导 的 次 序 不 同 而 
有 4 个 二 阶 偏 导数 ， 

















aa 19z 9 ?> ， ， 
和 5 一 本 一 fT) = Zr, 

9 {9z 0 ?zx ， ， 
Oy\'9x QZay for) 本 
9 |19 之 了 3z o 
3z\ay) Fy9x™ f(t) = za, 
9 /9z 9 2 ， ， 
3y 3y = 9 fw) 一 2 








其 中 3 ,3 92; 称 为 一 f(z,y) 的 二 阶 混合 偏 导数 
间 样 可 定义 更 高 阶 的 偏 导数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导 数 统称 为 高 阶 偏 导数 


(higher partial derivatives). 


例 4 求 函 数 z 一 x?y 一 zy: 一 zy 的 二 阶 偏 导数 . 








解 ”因为 
3 一 2zy 一 风 一 y， = 2ry— 
故 
2 = 2y 7 27 一 2y 一 1， 
jy 1 ?入 = 一 2z， 


在 例 中 ,两 个 混合 偏 导数 虽然 求 导 次 序 不 同 , 但 其 结果 却 相等 .那么 , 一般 什 么 
样 的 二 元 函数 才 具 有 这 样 的 特性 呢 ? 

定理 1 如 果 孙 数 < 一 /(z，y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 ?2 及 52- 在 区 域 D 
内 连续 ,那么 在 D 内 一 定 有 








证 明 从 上 略 . 
换 句 话说 ,二 阶 混合 偏 导数 在 连续 的 条 件 下 与 求 导 的 次 序 无 关 . 
对 于 二 元 以 上 的 导数 ,也 可 以 类 似 地 定义 高 阶 偏 导数 . 而 且 高 阶 混合 偏 导数 在 
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偏 导 数 连续 的 条 件 下 也 与 求 导 的 次 序 无 关 ， 
例 5 求 2=x’y 一 3z’y; 的 二 阶 偏 导数 . 
解 ”因为 


9 2 3 Oz 3 2 2 
3 一 3zy 6xy'， 一 工 9zZ yy ， 


2z zz 
3 一 6zy 一 6 ， 一 一 18z3 ， 





zz 2 2 9 2 2 
zay™ 3 一 18zy， 93yaz™ 37 一 18zy 








、 1 gu 9 , 92 

角 5 一 一 一 一 = 一 一: 人 
例 6 证 明 函 数 x 志清 足 方程 zz 十 3 75 十 322 一 0 
证 明 


a 
一 
= 一 x(x 十 y 十 zx? 


a9’ 
了 = 一 (十 十 22) 卫 十 3x 十 Y 十 7) 尼 


因为 函数 x 中 变量 x,y,z 所 处 地 位 相同 ,可 得 


十 3y(z? 十 十 z) 辣 ， 


Er y 十 z2)-3 十 3z2(Cz? + y? 十 z2)-， 


一 一 3? 十 十 22) 2 十 3Cr? 十 yy 十 2) (Cx? 二 yr 十 2) 
一 0. 


、 。 92 9 2 2 
这 个 偏 微分 方程 了 十 ay + 二 0 叫做 拉 普 拉 斯 方程 (laplace equation) ,是 
数学 .物理 中 一 个 极其 重要 的 方程 . 
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1， 在 二 元 函数 中 ， 偏 导 数 5 是 是 az 与 9y 之 商 吗 ? 为 什么 ? 

2. 如 果 函 数 > 一 fg) 在 襄 Czos yo) 处 连续 ,函数 在 点 (zoyyo) 处 偏 导数 一 
存在 吗 ? 为 什么 ? 

3. 著 画 数 zx 一 F(zyy) 在 点 (rzoyyo) 处 偏 导数 存在 , 则 函数 zx 在 点 (zoyyo) 处 极限 
是 否 一 定 存 在 ?举例 说 明 . 

4， 偏 增 量 与 偏 导数 有 什么 关系 ? 

5， 求 分 段 画 数 的 偏 导数 应 注意 什么 ? 


思考 题解 答 


1. 不 是 . 它 是 一 个 完整 的 记号 ,不 能 看 作 商 或 分 数 , 虽 然 有 时 也 叫 偏 徽 商 ,但 单 
独 的 记号 gc,9y 没有 什么 意义 . 
2. 不 一 定 . 如 F(z,y) 一 wz 十 内在 点 (0;0) 连 续 ,但 





1,4z 一 0+， 
lim {210) ~ f(0,0) jlaz -| 


Ar0 Ar Ar>*0 AX 一 1,Ar-> 0-， 


从 而 三 (0,0) 不 存在 . 


1,zy=0, 
3. 不 一 定 .如 zy 一 | ”Crzoy 加 ) 一 (0,0), 此 画 数 在 工 轴 ,y 轴 上 取 
0,2Zy 天 0， 
值 为 1, 其 人 各 点 为 0, 显然 3 | ， 一 0 了 | ， 一 0, 而 在 原点 (0,0) 的 任何 全域 内 
(0,0 





于 会 有 国 数 值 为 0 和 1 的 点 ， 因而 天 让 (73 和 接近 (0,0)， 人 的 从 个 可 能 
值 ( 无 极限 ). 





4 ax 一 Am Ar ay 一 ]im Ay 


5. 计算 分 段 函 数 区 域 分 界 点 (zo,yo) 处 的 偏 导数 时 , 需 根据 偏 导数 的 定义 计 
算 : 





f(xo 十 Ax, yo) 一 f(xo, yo) 


f(zo,y0) = lim A 


f(xo, Yo 十 Ay) 一 f(xo, yo) 
Ay “ 





f(xosy0) = lim 
Ay—0 


其 余 点 处 的 偏 导 数 , 利 用 类 似 一 元 函数 求 导 公式 和 求 导 法 则 计算 . 
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6.4 全 微分 及 其 应 用 


偏 导 数 给 出 的 是 一 个 自 变量 变化 .另外 的 自 变量 作为 常数 的 函数 变化 率 . 更 一 
般 地 , 当 所 有 自 变 量 都 变化 时 ,函数 的 变化 如 何 ? 这 就 是 全 微分 要 考虑 的 问题 . 


6. 4.1 全 增 量 和 全 微分 的 概念 


前 面 已 讲 , 对 二 元 函数 >= /zy), 如 果 在 点 (z,y) 只 对 工 给 以 增 量 Azr, 或 只 
对 y 给 以 增 量 Ay, 则 分 别 得 偏 增 量 Az, 二 f(z 十 Azx,y) 一 f(xyy), 或 Az, 二 f(z,y 十 
Ay) 一 xz,y). 现 在 ,对 二 元 函数 == zyy), 在 点 (zyy) 给 过 以 增 量 Az, 同 时 也 给 
y 以 增 量 Ay, 则 差 
Az 三 jz 十 Ar,y 十 Ay) ~— f(r,y) 
叫做 函数 在 点 (z,y) 的 全 增 量 (total increment). 
一 般 说 来 ,计算 全 增 量 Az 比较 复杂 ,与 一 元 函数 的 情形 一 样 ,希望 用 自 变量 的 
增 量 Ax,Ay 的 线性 函数 来 近似 地 代替 函数 的 全 增 量 Az, 从 而 给 出 如 下 定义 . 
定义 1 设 二 元 函数 z= 了 (x,y) 在 点 P(z,y) 及 其 邻 域内 有 定义 . 若 > 在 点 书 
(zy) 的 全 增 量 
Az = f(z 十 Ar,y 十 Ay) — f(r,y) 
可 以 表示 成 
Az = A Ar+ BAy + O(p), 
其 中 ,4,B 与 Ax,Ay 无 关 ,p 一 MAT 十 Ay, 在 Ar>0,Ay>0 时 ,OCp) 是 比 o 高 阶 
的 无 穷 小 则 称 函数 z= 了 (z,y) 在 点 P(x,y) 处 可 微 ,Az 关于 Az,Ay 的 主要 线性 部 
分 4Az 十 BAy 被 称 为 ZZ 三 f(z,y) 在 点 P(z,y) 处 的 全 微分 (total differential) , 记 作 
dz, 即 
dz = 4Az 十 BAy. 
现在 假设 已 知 函 数 z 二 f(x,y) 在 点 PCz,y) 可 微 ,我 们 来 看 如 何 确定 A,B. 


因为 Az==AAz+BAy 十 OCp) (im 人 2 一 0) 对 一 切 的 Az,Ay 都 成 立 , 特 别 对 


po 
Ay 二 0 自然 也 成 立 . 
因此 令 Ay=0, 则 p==14z|. 这样 


Az= 44z 十 O(o) = AAz + O(|Ax|) 


Ay—=*0 


= f(z + hr,y Ay) 一 zy) 
= Axz,, 
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从 而 
4z: jz 十 Azy) 一 .7y) 
Ar Ax 
4Az 十 OCAzl) 
Az 
O(CAzrl) 
二 A 十 A 
由 于 4 与 Az 无关, 所 以 
xz Az。 OCAzD 
az lmAr = limA+t Ar ) 


这 就 证 明了 3 幸存 在 且 3 社 一 4. 
同 更 可 证 3 存在 且 5 社 一 
从 而 就 可 得 出 结论 :如 果 函 数 zx= (zy) 在 点 PPIz,y) 可 微 , 则 广 (z,y)， 
f(x,y) 都 存在 , 且 
dz = f(x,y)Azr + fr,y)Ay 


_ 9 

Dr 

特别 当 z== 了 f(x,y)==x 时 ,可 得 出 dz 二 Azx, 同 理 dy==Ay, 于 是 全 微分 公式 又 可 
写作 


口 之 
Az 十 ay4y， 


Q 之 Q 之 
dz 一 3 dz 十 3 ydy， 


其 中 3 dz,32dy 分 别称 为 也 数 x 关于 zy 的 偏 微分 (partial differential). 
例 1 求 函数 > 一 ysin3zx 的 全 微分 . 


解 ” 估 为 
dz _ ,2 3z oe 
了 一 3y COS37， y = 2ysin37z, 
所 以 
9YZ Oz 
dz = 7df 十 3 dy 


一 3yzcos3zdz 十 2ysin3zdy。 
例 2 求 函 数 z=e? 在 点 (2,1) 处 的 全 微分 . 
解 ” 因 为 


a 
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所 以 


所 以 在 点 (2,1) 处 ,dz 一 ezdz 十 2ezdy. 

我 们 知道 ,一 元 函数 在 某 点 的 导数 存在 则 微分 也 存在 ,反之 也 成 立 . 但 对 于 二 
元 函数 来 说 ,情形 就 不 同 了 . 换 句 话说 ,二 元 函数 各 偏 导 数 存在 但 不 一 定 能 推出 全 
微分 存在 . 

但 是 ,如 果 再 假定 函数 的 各 偏 导 数 连续 , 则 可 保证 全 微分 存在 , 即 有 下 面 定 理 . 


定理 1 如 果 函 数 = 一 7(z,y) 在 点 (z,y) 处 偏 导数 3 ,3 存在 且 连 续 , 则 函数 
在 该 点 可 微 . 证 明 从 略 . 

在 实际 问题 中 过 到 的 函数 绝 大 多 数 的 偏 导数 是 连续 的 ,因而 函数 常常 是 可 微 的 . 

可 以 类 似 地 定义 多 于 两 个 自 变量 的 多 元 函数 的 全 微分 . 例如 若 三 元 函数 


p= zy,z) 在 点 (zy,z) 的 3 个 偏 导数 存在 且 连 续 , 则 有 全 微分 dx 一 dz 十 3 


ou 
dy 十 三 zdx。 
例 3 求 孙 数 WW=sin(z 十 2y 十 3z) 的 全 微分 . 
解 ” 因 为 
aw 
dz = cos(Z 十 2y 十 3z)， 
aW 
3y 一 2cos (Zz 十 27 十 3z)， 
aW 
52 = 3cos (ZX 十 2y 十 3z). 
所 以 


_ 3 到 9W,,, ow 
dW = FT 十 3ydy 十 林 dz 
一 cos(Z 十 2y 十 3z)dz 十 2cos(z 十 2y 十 3z)dy 
十 3cos(z 十 27 十 3z)dz. 
6. 4.2 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 
据 前 面 的 讨论 知道 , 若 函 数 在 点 PCz,y) 可 微 , 则 


9 9 
dz 一 jzAz 十 33Ay，Az 一 dz 十 O(p)， 
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显然 , 它 同 一 元 函数 一 样 具备 这 样 两 个 特点 :Q@ dz 是 关于 Ax,Ay 的 线性 函 
数 ;@ 当 Ar 一 0,Ay 一 0 时 ,dz 与 Az 只 相差 一 个 比 p 更 高 阶 的 无 穷 小 . 
从 而 当 |Az| ,1Ay| 都 较 小 时 ,函数 的 全 增 量 可 用 全 微分 近似 代替 . 
即 
Az dz = f(xsy)Ar + for,y)Ay. (6. 2) 
上 式 也 可 以 写成 
f(z Arsyt Ay) zy 十 万 (zy)Az 十 万 (zy)Ay (6. 3) 
与 一 元 函数 的 情形 相 类 似 , 可 利用 上 面 两 个 公式 做 近似 计算 . 
例 4 计算 (1.04)*% 的 近似 值 . 
解 ” 设 函 数 /z,y)= 心 .显然 ,要 计算 的 值 就 是 函数 z*=1. 04,y=2.02 时 的 
函数 值 f(1. 04,2. 02). 
取 z 一 1,y= 一 2,Az 一 0.04,Ay 一 0.02. 
由 于 f(1,2)=1， 
广 (z,y) = yr f(x,y) 一 zinz， 
fi(1,2)=2, ff(1,2)= 0. 
所 以 ,应 用 公式 (6. 3) 便 有 
(1.04)722 sz 1 十 2X0.04 十 0X0.02 
一 1.08. 
例 5 有 一 圆柱 体 受 压 后 发 生变 形 , 它 的 半径 由 20 cm 增 大 到 20. 05 cm ,高 度 
由 100 cm 减少 到 99 cm, 求 此 圆柱 体 体积 变化 的 近似 值 . 
解 ”圆柱 体 的 体积 V=xrh, 其 中 + 分别 为 床 半 径 及 高 ,由 题 意 > 一 20 必 一 
100， 
Ar 一 20.05 一 20 一 0.05，Ahn =99 一 100 一 一 1， 
AV dV = Vdr + Vidh 
一 2nrhdr 十 rridh. 
将 数值 代入 ,得 
AV 227 X 20 x 100 x 0.05+ rx 20: x (—1) 
= 200x. 
故 圆柱 体 受 压 后 体积 减 小 了 约 200x emi. 


. 全 增 量 与 偏 增 量 有 什么 关系 ? 
.函数 z 一 /(z,y) 在 点 (Z,y) 处 偏 导数 存在 ,是 否 在 该 点 函数 可 微 ? 
. 全 增 量 与 金 微分 、 偏 微分 与 全 微分 各 有 什么 关系? 
4. 函数 = 一 (zy) 在 点 (z,y) 处 偏 导数 存在 且 连续 , 则 函数 jzy) 在 点 (z， 
J) 一 定 可 微 , 反 过 来 成 立 吗 ? 


[> 


= 一 人 








1. 在 全 增 量 Az 中 令 Az 一 0, 则 得 偏 增 量 Az,, 令 Ay 一 0, 则 得 偏 增 量 Axz,， 


环卫 十 好 天 0， 、 

1 Ty 在 (0,0) 点 ,由 定义 可 求 
0， ZX: 十 y= 二 0， 

97 一 0, 但 在 (0,0) 点 酒 数 f(x,y) 是 不 可 微 的 . 因为 ,Az 一 


(C00) ”9 > 


af 


ox 











(0,0) 


, AZz，Ay , > Nn MTAy 
(了 r(0,0)Az 十 大 (00,0)Ay) 一 NA AT 0,Ay 0 时 ，Azs 二 RAY 不 趋 于 堆 ， 


3, 全 增 量 Az= jzo 十 Arz,y 十 Ay) 一 Frzoyy), 全 微分 dz 一 三 (xzoyyJAz 十 
户 (zo,yo)AyyAz 是 AzyAy 较 复杂 的 函数 ,dz 是 AryAy 的 线性 函数 . Az 与 dz 之 差 
是 比 C 一 人/Azz 十 A 史 高 阶 的 无 穷 小 , 当 |Azl ,1Ay| 很 小 时 ,qz 是 Az 的 线性 主 部 ,是 
较 好 的 近似 值 , 即 Azsdz= 一 (0zoyo)Ar 十 太 ，(zoyyo)Ay. 函数 关于 zy,y 两 个 自 
变量 的 偏 微 分 之 和 就 是 全 微分 ， 

4. 不 一 定 , 可 微 只 能 保证 偏 导数 存在 ,并 不 能 保证 偏 导 数 连续 . 例如 
(zx? 十 yi)sin re 2 十 吧 关 0， 





f(r,y) -| 
0， 2 十 只 一 0. 


由 微分 定义 知 在 (0,0) 点 7ir,y) 可 能, 但 3，3 二 在 (0,0) 不 连续 . 


6.5 多 元 复合 郴 数 的 求 导 方法 


一 元 函数 微分 学 中 讨论 了 复合 函数 求 导 问题 . 对 于 多 元 函数 有 类 似 的 情形 . 
设 函 数 < 二 f(z,v) 通 过 中 间 变量 w=g(zx,y) 及 v== 亚 (z,y) 而 成 为 zx,y 的 复合 
函数 
z= fl[9z,y), V(r,y)), 
如 何 求 皖 , 院 呢 ? 有 下 面 的 定理 ， 
定理 1 设 函 数 uw 二 JX,y),v 二 (xz,y) 在 (zx,y) 处 有 偏 导 数 ,z= xu) 在 相 
应 的 点 (u,v) 有 连续 偏 导数 , 则 复合 函数 z= 一 AL9Cz,y), 到 (zy)] 在 点 (zyy) 处 有 偏 


QZ DY 
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证 明 略 . 
在 计算 复合 函数 的 和 偏 导 数 时 ,应 当 特 别 注意 各 变 基 间 的 复合 关系 (图 6. 8). 


Uk 


求 3 时 ,虽然 y 不 变 ,但 是 由 于 x 的 一 
改变 会 引起 x 和 v 的 改变 ,相应 的 = 的 变 
化 就 有 两 部 分 ,一 部 分 来 自 w, 另 一 部 分 和 
y» 
来 自 w. 同样 , 求 5 时 ,= 的 变化 也 来 自 
> 图 6.8 
和 两 部 分 . 


定理 1 可 推广 到 两 个 以 上 的 自 变量 或 中 间 变 量 的 情形 . 
特殊 地 ,只 有 一 个 自 变 量 的 情形 . 
设 == Fo) ,而 xz 一 pi) 一 亦 () , 则 
dz 一 3z .du | 9z.dv 
dt 9 dt gr df 
这 里 ,复合 函数 = 所 pz) ,和 (4)] 只 是 一 个 自 变量 1 的 函数 . 由 于 上 的 变化 引起 
28) , 亚 () 的 变化 ,因而 函数 对 上 的 导数 叫做 全 导数 . 


例 1 求 2==(z? 十 y*)” 的 一 阶 偏 导数 2 之， 





dx'9 y. 
解 令 u=zx? 十 y,v=xy, 则 z= 二 w*. 
ou ou Av Av 
一 27， 一 3 一 y， 二 之， 
工 ya y 2y z y y ya 
QZ vl 9 之 
= vu , = "lnz, 
u 9 


= vu 2X wlnu'y 


2 
= (zx? 二 了 十 yln(z? 十 2 |， 





2 
二 (Xz? 十 [了 十 zln(z2 十 2 | 


例 2 设 函 数 z==wuv 十 sinz, 而 ue,v 一 cost, 求 全 导数 全 
解 








= ze: — usint 十 cost 
一 etcost 一 e'sint 十 cost 
一 et(costl 一 sint) 十 cost., 


例 3 直 圆 锥 的 高 以 每 秒 10 cm 的 速度 减少 ,底面 半径 以 每 秒 2 cm 的 速度 增 
加 . 求 高 为 100 cm ,底面 半径 为 50 cm 时 ,圆锥 体积 的 变化 率 . 


解 ” 设 在 上 上 时刻, 圆锥 底 半 径 为 x cm, 高 为 ycm, 则 圆锥 的 体积 为 





一 3TX 2， 
圆锥 体积 变化 率 为 V 对 上 的 全 导数 
dy 9V , dz 十 aV dy 
dt 9x di ay dt 





3 Qi” 
而 民 -， dy __ » 
dt 9 下 一 一 10,7z 二 50， 3 一 100, 所 以 
dV 
$7 = $7(2 X 50 x 100 x 2 — 507 x 10) 
= 一 鞋 X 5000r 
3 
一 5233 cmz3. 
这 就 是 说 ,此 时 圆锥 体积 每 秒 减 少 5. 233 工 . 
思考 题 
1. 


求 复合 三 束 的 偏 导 数 应 注意 什么 ? 
d 
2， 与 5 入 具 有 什么 意义 ? 


思考 题解 答 


1. 关键 是 搞 清 复合 关系 ,必要 时 画 出 复合 关系 图 , 具体 求 导 时 ,要 分 清 每 步 固 
定 了 哪个 变量 ,对 哪个 变量 求 导 . 当 酒 数 对 某 个 自 变 量 求 导 时 ,注意 要 经 过 一 切 有 
关 的 中 间 变 量 而 归结 到 该 自 变 量 求 偏 导数 . 
dz 。，_ 
2， 入 表示 二 对 工 的 全 导数 , 即 表示 中 间 灾 量 或 自 变量 只 有 一 个 时 的 求 导 记 
号 ,或 者 , 它 表 示 = 经 过 若干 中 间 变 量 而 归结 为 一 个 自 变 量 工 的 函数 , 当 工 变化 而 


时 至 会 部 中 间 变 量变 化 所 引起 的 x 对 工 的 全 部 变化 率 .39 表示 其 他 变量 不 变 时 ,2 
Tz 








对 工 的 变化 率 , 即 当中 间 变 量 或 自 变 量 不 止 一 个 时 的 求 导 记号 ， 
6.6 二 元 函数 的 极 值 
以 前 我 们 应 用 导数 求 过 一 元 函数 的 极 大 值 . 极 小 值 , 现 在 讨论 怎样 用 偏 导数 来 


求 二 元 函数 的 极 大 值 . 极 小 值 . 
定义 1 设 晒 数 z= 二 f(r,y) 在 点 


(zo,yo) 的 菜 个 邻 域 内 有 定义 ,对 在 该 邻 [oo 
域内 的 任意 点 (x,y)， 如 果 均 有 f(x,y) 
之 f(zosY0o) (或 f(x,y) 之 f(zo,yo)) 成 人 
立 ， 则 称 函 数 在 点 (zuyyo) 处 有 极 大 值 ( 或 >” 
极 小 值 )f (xo,yo)， 而 称 点 《zxo,yo) 为 极 值 4 
所 图 6.9 

极 大 值 极 小 值 统称 为 极 值 . 


例如 ,容易 验证 ,表示 上 半球 面 的 函数 z= 和 M1 一 Zz 一 在 点 (0,0) 处 达到 极 大 
值 . 点 (0,0,1) 就 是 球面 的 顶点 (图 6. 9). 
怎样 寻找 多 元 函数 的 极 值 点 ? 同一 元 函数 的 极 值 一 样 , 先 给 出 函数 取 极 值 的 必 
要 条 件 . 
定理 1 车 函数 z 二 f(x,y) 在 点 《zo，yo) 处 有 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 ), 且 函数 
在 该 点 的 一 阶 偏 导数 存在 , 则 它们 的 一 阶 偏 导数 必 等 于 零 , 即 
f's(T0y0) = 0, f',= (zo0,y0) = 0. 
证 明 设 函 数 >==f(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 有 极 大 值 . 根据 定义 在 (zo,yo) 附 近 的 
点 (z,y) 满 足 不 等 式 
fx) < f(xo, yo), 
那么 固定 > 一 和, 让 z 在 zx 附近 变化 ,函数 也 满足 不 等 式 
f(x,y0) < fxo, yo). 
这 就 是 说 一 元 函数 A(z,yo) 在 点 z=zo 处 取得 极 大 值 . 于 是 根据 一 元 函数 的 极 
值 定 理 , 即 有 
f 'r(zxo, yo) = 0. 
同样 , 当 固 定 z=xo 时 ,一 元 函数 f(zxo,y) 在 y 二 yo 处 取得 极 大 值 ,于 是 有 
f',= (zoyy) = 0. 
至 于 函数 z 三 f(z,y) 在 (zo,yo) 点 取 极 小 值 的 情形 ,证 明 方法 完全 相同 . 
对 于 二 元 以 上 的 函数 取 极 值 的 必要 条 件 ,有 类 似 的 结果 . 
与 一 元 函数 类 似 ,我 们 把 使 两 个 一 阶 偏 导数 都 等 于 零 的 点 叫做 函数 的 驻 点 或 
极 值 点 不 一 定 是 驻 点 . 例如 函数 == /到 十 交 在 (0,0) 点 显然 取 极 小 值 , 但 z 在 
该 点 偏 导数 不 存在 (图 6. 10). 但 对 于 可 微 函 数 来 说 , 极 值 点 一 定 是 驻 点 ,而 驻 点 却 
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不 一 定 是 极 值 点 . 例如 (0,0) 是 函数 z=xy 的 驻 点 ,但 不 是 极 值 点 . 因此 , 求 函数 的 
极 值 点 就 可 以 从 函数 的 驻 点 和 偏 导 数 不 存 在 的 点 中 去 找 . 

怎样 判定 一 个 驻 点 是 否 是 极 值 点 呢 ? 
下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 2 设 函 数 z=J(z,y) 在 点 (zo， 
3) 的 某 邻 域内 连续 , 旦 有 一 阶 . 二 阶 连续 
偏 导数 ,又 f(xo,y0)=0, f= (zo, yo)= 
0. 若 令 A 二 fos(zxo,y0) ,B= fi (zxosy0),C 
一 请,(zoyyo), 则 

1) 当 B? 一 AC<0 时 ,函数 在 点 (zo， 
0) 处 有 极 值 . 且 当 4<<0 时 ,有 极 大 值 
图 6.10 (zo,y0); 当 A4A>>0 时 ,有 极 小 值 f(z。o ， yo ) 


2) 当 尾 一 4C>>0 时 ,函数 在 点 (zoyyo) 处 无 极 值 ， 

3) 当 BB 一 AC=0 时 ,函数 在 点 (zo ,yo) 处 不 能 确定 是 否 有 极 值 . 

证 明 略 . 

求 二 元 函数 z= 二 f(zx,y) 的 极 值 方法 归纳 为 : 

(a) 求 z 二 f(z,y) 的 一 ,二 阶 偏 导数 ，; 

(6) 解 方程 组 | 六 2 一 0 , 求 得 各 驻 点 ， 

f,= (zx,y)=0 

(c) 求 出 函数 z= 二 f(z,y) 偏 导数 不 存在 的 点 ， 

(qd) 对 每 一 驻 点 (zxo,y0), 求 出 A 二 fsxoyy0) ,B=f%(royy0) ,C= fro yo), 
应 用 定理 2, 由 8B: 一 AC 的 符号 判断 驻 点 是 否 为 极 值 点 ;对 偏 导数 不 存在 的 点 用 极 
值 的 定义 判别 ; 

Ce) 求 出 极 值 点 处 的 函数 值 . 

例 1 求 函 数 z=z’ 十 y’ 一 3zy 十 6 的 极 值 . 

解 ” 先 求 驻 点 , 即 求 一 阶 偏 导数 





3 一 3z? 一 3y， 9 = 3y — 3z, 
令 
2 = 0， =0 
得 
T—y=0, 
y— 工 二 0. 


解 此 方程 得 驻 点 (0,0),(1,1)， 
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其 次 判别 驻 点 的 性 质 . 求 二 阶 偏 导数 








故 (0,0) 不 是 极 值 点 . 
当 并 一] yy 一 1 时 ， 


了 D? 
B:— AC=9— 36=~27<0, 而 y=6>0， 





故 (1,1) 为 极 小 值 点 ,z| ， 一 5 为 极 小 值 


在 实际 问题 中 ,通常 都 是 寻求 函数 在 某 一 区 域 D 上 的 最 大 值 或 最 小 值 . 这 就 要 
求 把 函数 在 区 域 D 内 的 所 有 极 值 同 边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 比较 , 取 其 中 最 大 的 
为 函数 的 最 大 值 ,最 小 的 为 最 小 值 . 然而 计算 函数 在 边界 上 的 最 大 值 . 最 小 值 很 麻 
烦 . 所 以 ,在 解决 实际 问题 时 ,常常 根据 问题 的 性 质 , 判 定 函 数 在 区 域 D 上 是 取 最 大 
值 或 最 小 值 . 这 时 ,如 果 计 算出 的 驻 点 只 有 一 个 ,那么 这 个 点 便 一 定 是 函数 的 最 大 
值 点 或 最 小 值 点 . 

例 2 用 铁皮 做 成 一 个 体积 为 2 ms 的 有 盖 长 方 体 水 箱 . 问 应 该 选择 怎样 的 长 、 
宽 、 高 才能 使 材料 最 省 ? 


解 ” 设 水 箱 的 长 为 x m, 宽 为 y mm, 则 其 高 为 蕊 ,此 水 箱 所 用 材料 的 面积 为 


2 
ry 


一 2(zy 十 这 十 生 ) (rz > 0,y > 0). 
可 见 材 料 面 积 S 是 z,y 的 二 元 函数 . 


. 。 .2 
SS 一 2(z。y 十 y 十 工 zy) 


解 方程 组 


得 
z=~V2, y》 一 ~ 2 . 
根据 题 意 ,水 箱 所 用 材料 面积 的 最 小 值 一 定 存在 , 并 在 区 域 D:z>0,y>o 内 取 
得 . 又 函数 在 刀 内 只 有 一 个 驻 点 (YZ ,3/3 ), 因 此 ,可 以 断定 当 z=Y3,y=YF 
时 ,S 取得 最 小 值 , 即 当 水 箱 长 V2 m, 宽 23m, 高 YY2m 时 ,水 箱 所 用 的 材料 最 省 . 


-一 = 一 一 











思考 是 


1， 驻 点 一 定 是 极 值 点 吗 ? 举例 说 明 ， 
2. 极 值 点 一 定 是 驻 点 吗 ? 举例 说 明 ， 
3. 二 元 函数 在 哪些 点 上 可 能 取 极 值 . 


1. 不 一 定 . 如 z 一 zy 在 (0,0) 点 ， 
2， 不 一 定 . 如 z= 二 MT 十 在 (0,0) 点 是 极 小 值 点 ,但 偏 导数 不 存在 . 
3， 驻 点 和 偏 导数 不 存在 的 点 . 


6.7 最 小 二 乘法 


在 实际 工作 或 科学 研究 中 ,常常 需要 根据 两 个 变量 的 几 组 实测 数值 一 -实验 
数据 ,来 确定 出 这 两 个 变量 之 间 的 函数 关系 , 找 出 函数 关系 的 近似 表达 式 . 通常 把 
这 样 得 到 的 函数 关系 的 近似 表达 式 叫做 经 验 公式 . 现在 我 们 介绍 一 种 常用 的 精确 
度 绞 高 的 求 经 验 公 式 的 方法 , 即 最 小 二 乘法 deast square method). 

设 经 过 ”次 独立 试验 得 到 变量 z 与 y 的 对 实测 值 Czxi, yi), Cx, ys), (zs， 
33) ,Cza，yn) ,并 把 这 个 点 标 在 直角 坐标 纸 上 ( 如 图 6. 11) ,以便 从 中 观察 变化 
规律 . 然后 与 我 们 掌握 的 函数 的 变化 规律 进行 对 比 ,看 它 接近 于 什么 函数 . 

从 图 上 如 果 看 到 这 些 点 大 致 在 一 条 直线 上 ,我 们 就 可 以 用 一 个 一 次 函数 ?一 
pz 十 4 来 表示 变量 y 与 z 之 间 的 关系 . 于 是 问题 的 关键 在 于 如 何 恰当 地 选择 待定 
常数 a 和 4. 

如 果 点 (xi,y) 在 直线 32=pz 十 4 上， 
那么 应 该 有 六 =pz 十 a, 即 1 (Brida) 
二 0, 这 时 函数 准确 地 反映 了 zz 与 yy 之 
间 的 关系 , 如 果 点 (zi ,yi) 不 在 直线 y=bz 
十 a 上 ,那么 yi 一 (bri 十 a) 二 61, 而 6@ 尖 0， 
si 表示 用 函数 y=6bz 十 a 来 反映 zi 与 yy 
关系 时 所 产生 的 偏差 . 我 们 希望 选择 恰当 
的 a 和 5, 使 这 个 偏差 越 小 越 好 . 

图 6.11 所 谓 最 小 二 乘法 就 是 :寻找 最 好 的 符 
合 实测 点 的 直线 ?一 2z 十 a ,使 实测 点 与 





直线 的 偏差 的 平方 和 达到 最 小 . 
设 实测 点 (zyD)G 一 1,2, 2) 与 直线 y 一 并 十 < 按 纵 轴 方向 的 偏差 为 si 一 
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1,2,…,n), 于 是 

e 一 光一 (or a). 
偏差 有 正 的 ,也 有 负 的 . 为 了 避免 各 项 偏差 求 代数 和 时 因 正 负 号 而 互相 抵消 , 按 最 
小 二 乘法 的 意义 ,只 要 使 偏差 的 平方 和 尽量 地 小 就 行 了 ,即使 和 式 


De 或 Dry (br + a 
i=1 i=1 


最 小 . 

现在 的 问题 是 如 何 选 择 参数 a,5, 使 上 式 为 最 小 ,这 就 妇 结 为 如 何 求 二 元 函数 
的 极 值 . 

邻 


M(a,b) = >)[y 一 (br 十 a)]?， 
1 一 1 


这 里 M(a,5) 表 示 为 两 个 自 变量 a 与 4 的 函数 . 现 要 求 MC(a,5) 的 极 小 值 ,根据 二 元 
消 数 的 极 值 必要 条 件 , 求 二 元 函数 的 极 值 必须 满足 


9M(a,b) | aM(a,b) | 0 
aa ab 四 
从 而 有 
ZLy ~ Grita)l=0, Dfy— (z+a)lr= 0, 
i=1 i=1 
或 写成 


yy 一 Spz, 十 na， 
i=1 i=1 


Dzy, 一 六 了 十 Daa 。 
得 关于 未 知 数 a,6 的 联 立 方程 . 解 联 立 方程 得 a,s 的 值 





2 
4= 全 一 6 中. (6. 4) 
所 以 
4 一 yy 一 42， 
其 中 
~_ 1 ~ 1 
5 人 人 i 
分 别 是 {z;} 和 {yi} 的 平均 数 ， 





(6. 5) 


将 a,6 之 值 代入 方程 


“ 159 。 


“160， 


医学 高 等 数学 








yy 一 4 十 0O7， 
即 为 所 要 求 的 直线 方程 ,此 直线 称 为 回归 直线 ,参数 a 和 65 称 为 y 对 x 的 回归 系 
数 . 
例 1 某 克 山 病 区 10 名 健康 儿童 头发 与 血 中 的 硒 含 量 (100 ppm) 见 表 如 下 . 
求 发 硒 与 授 硒 之 间 的 函数 关系 式 . 


发 硒 74 66 88 69 91 73 66 96 58 73 








解 ” 设 以 z 轴 代表 发 硒 含 量 ,y 轴 代 表 血 硒 含 量 ,把 表 中 数据 标 在 坐标 纸 上 ， 
可 以 看 出 这 些 点 基本 上 呈 一 直线 趋势 ( 见 图 6. 12) ,从 而 设 经 验 公 式 为 
3 一 4 十 pz， 
因为 
工 


10474 十 66 十 … 十 73) 一 75.4， 


并 二 


y= 二 16013 十 10 十 … 十 10) = 10.8， 


10 10 


z=754, Dx? = 58212, 


i=1 i=1 


10 10 
ZJzy = 8464, > 一 108， 
i=1 1 
代入 (6. 4)、(6. 5), 得 
b= 0. 2359， 
a= y 一 bx 
= 10.8— 0.2359 X 75.4 


一 一 6. 98. 
故 
y = 0.24z 一 6.98， 


即 y 对 xz 的 回归 直线 是 y==0. 24z 一 6， 98 , 亦 即 发 硒 与 血 硒 间 有 线性 关系 
> 一 0.24z — 6. 98. 
在 上 例 中 , 按 实验 数据 描 出 的 图 形 接 
近 于 一 条 直线 , 在 这 种 情形 下 ,就 可 认为 
函数 关系 是 线性 函数 类 型 ,从 而 问题 可 化 
为 求解 一 个 二 元 一 次 方程 组 ,计算 比较 方 
y=0.24x-6.98 便 . 而 有 一 些 实际 问题 ,经 验 公式 的 类 型 
不 是 线性 函数 ,如 是 一 元 二 次 函数 或 指数 
消 数 或 短 函 数 等 等 ,对 其 中 的 菜 些 类 型 我 
$0 60 70 80 90 100 * 们 可 以 设法 把 它 化 成 线性 函数 的 类 型 来 
图 6. 12 讨论 .举例 说 明 如 下 ， 
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例 2 以 不 同 温度 7 对 某 种 药品 加 温 3h 时 ,测定 其 对 有 效 成 分 的 破坏 率 y. 结 
果 见 下 表 : 


T(C) 60 80 100 120 





y(%) 5.8 11.5 25.5 50.9 


试 求 > 与 了 的 经 验 公式 . 
解 ” 先 把 表 中 数据 标 在 普通 坐标 纸 上 ( 见 图 6.13) ,发 现 其 图 形 像 一 条 指数 曲 
线 . 为 判定 这 一 观察 结果 是 否 正确 ,再 在 半 对 数 纸 上 作 图 (图 6.14), 结 果 有 明显 的 
直线 趋势 . 故 选择 表达 式 y= 4e 包 为 数据 所 遵循 的 规律 ,直线 化 为 
YY 一 4 十 20， 
其 中 Y=lgy,a=lgA,6 二 0. 4343B. 





了 


0 60 80 100 120 





图 6.13 
为 了 确定 4 和 B 的 数值 ,需要 对 所 给 y, 值 取 对 数 得 下 表 ，; 








Ti(C) 60 80 100 120 





Y= lgy: 0.7634 1.0607 1.4065 1.7067 





4 4 4 
由 此 得 n=4 :2 = 360, DY, = 4.9373, >)T 7 = 476. 114. 
i=1 i=1 
代入 公式 6.4、 公式 6.5 得 


476. 114 一 Xx 360 X 4. 9373 


0 一 I = 0. 01588, 
34400 一 才 X 360? 





20 
0 4313 = 0. 03656， 








a 一 工 X (4. 9373 一 0.01588 XxX 二 X 360) 


一 一 0.19474， 
A=lg la = 0.63865. 


故 破 坏 率 y 与 温度 了 的 经 验 公式 为 
y= 0. 63865e0.036567 


思考 题 


1. 什么 是 最 小 二 来 法 ? 经 验 公式 中 最 小 二 乘法 的 直观 意义 何在 ? 

2. 已 知 变 量 与 工 的 关系 为 y 一 az4(a>0,8>>0) ,是否 能 在 一 条 列 实验 数据 
的 基础 上 ,将 此 函数 直线 化 后 ,用 最 小 二 乘法 求 出 其 经 验 公式 ? 

3， 根据 实测 值 与 理论 值 的 偏差 的 平方 和 为 最 小 这 一 条 件 来 确定 函数 的 打数 是 最 
小 二 来 法 的 基本 思想 , 现 已 知 一 组 实验 数据 为 (Zi,y1) (zs ys)，…， (x,, ys). 车 假定 经 
验 公 式 是 y 二 ax’ 十 bx 十 c, 试 按 此 基本 思想 建立 a,6b,c 应 满足 的 三 元 一 次 方程 . 


思考 题解 答 


1， 本 节 前 面 . 在 一 般 情况 下 ,一 条 直线 不 可 能 通过 爹 部 实测 点 (n>3). 因此 ， 
最 小 二 来 法 的 直观 意义 在 于 找到 合适 的 4,5, 使 各 实测 点 与 理论 直线 的 纵向 距离 的 
总 和 最 小 . 

2. 对 y 二 axs 两 边 取 对 数 ,得 lgy 二 lga 十 blgx. 令 X=lgz,Y=lgy, 则 Y=lga 十 
6 ,显然 了 是 和 的 线性 函数 , 它 在 直角 坐标 条 zxOy 上 的 图 形 必 为 一 直线 ,然后 再 
根据 实验 数据 按 最 小 二 乘法 去 求 条 数 lga,b. 

3. 令 2 一 yy 一 (az 十 pz 十 c)， 则 


0= Dy 一 (oz 十 br 十 
i=1 i=1 
一 M(a,b,c). 
要 使 M(a,byc) 达 到 最 小 , 则 asbsc 应 满足 


aM(a,b,c) 
一 -一 一 一 一 一 0， 
Da 


da AUf(a,p,c) 


ab ’ 


9M(asbc) | 


oc 0， 


即 应 满足 下 列 三 元 一 次 方程 
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DLy; 一 (az 十 bx; 十 Cc) jx? 二 0， 
i=1 
> [yy 一 (ez 好 十 br 十 c)]zi = 0, 
1 


Dy — (ax? + bx; c=0. 
i=1 


6.8 二 重 积分 
6. 8. 1 二 重 积分 的 概念 
前 面 我 们 讨论 过 定 积 分 概念 , 它 是 一 种 形式 的 和 的 极限 ,被 积 函数 是 确定 在 x 
轴 上 一 个 区 间 内 的 单 变量 函数 , 即 
jm > = | readz 


它 的 几何 意义 是 曲线 y=f(z) 及 直线 z=a,zx=6b5 和 z 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 . 
类 似 于 一 元 函数 ,可 以 对 二 元 函数 在 平面 区 域 D 内 定义 积分 , 即 二 重 积分 . 
定义 1 设 函 数 f(z,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 ,任意 分 割 区 域 D 为 n 个 不 相 重 又 

的 小 区 域 ,并 用 记号 Aoi(i 二 1,2,…,n) 表 示 各 小 区 域 的 面积 ,di 为 各 个 小 区 域 的 直 

径 ,在 每 个 小 区 域 Ao; 上 任 取 一 点 已 (Ziyyi) , 作 乘 积 Jrziyy)Aoai 的 和 


Df » Vi) Ao. 
i=l 


如 果 当 无限 增 大 ,并 且 所 有 小 区 域 Ao; 的 直径 a; 中 最 大 者 4 趋 于 零 时 ,不 论 
区 域 的 分 法 如 何 , 点 Pi(zis3i) 的 取 法 如 何 ,和 式 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 
flz,y) 在 区 域 D 上 的 二 重 积分 (double integral). 记 作 


| rersoae， 
Db 
即 
je ,y)da 一 lim 之 /Cry)Ao， 
站 0 11 


其 中 f(z,y) 称 为 被 积 函 数 (integrand) ,了 A(T,y)do 称 为 被 积 表达 式 ,dc 为 面积 元 素 
(element) ,z 和 y 称 为 积分 变量 (variable of integration ) ,D 称 为 积分 区 域 (domain 
of integration). 

在 直角 坐标 系 中 ， 可 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 来 分 割 区 域 DD, 这 时 面积 元 素 do 
可 以 写成 dzxdy, 二 重 积分 也 就 记 作 


.164， 医学 高 等 数学 








| f(x,y)drdy. 


Dp 


可 以 证 明 , 若 函数 f(z,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 ,那么 f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积 
分 一 定 存 在 . 


; 5 zj 当 f(r,y)>0 时 ,二 重 积 分 f(z， 


y)dzdy 表示 以 zy 平面 上 的 区 域 DD 为 底 ， 
以 DD 上 的 二 元 函数 z= 了 f(x,y) 的 图 形 为 

7 顶 ,四 周 由 柱 面 所 围 成 的 曲 顶 柱 体 的 体积 

(图 6.15). 这 就 是 二 重 积分 的 几何 意义 . 


6. 8.2 二 重 积分 的 性 质 
6. 15 


二 重 积分 具有 与 定 积分 完全 类 似 的 性 质 . 
1) 常数 可 提 到 积分 号 外 . 


[fryydo 一 | f(x,y)do. 


D D 


2) 有 限 个 函数 代数 和 的 积分 等 于 各 个 函数 积分 的 代数 和 ， 


Jfcr,y) 土 g(x,y) Jdo 
D 


ea 二 seode 


3) 当 区 域 D 由 有 限 个 不 相 重 友 的 部 分 组 成 时 ,D 上 的 积分 等 于 部 分 区 域 上 积 
分 的 和 . 


DI 


该 性 质 说 明 二 重 积分 对 于 区 域 具有 可 加 性 . 
4) 如 果 在 D 上 ,f(x,y)=1,0 为 区 域 D 的 面积 , 则 


外 


此 性 质 的 几何 意义 很 明显 ,因为 高 为 1 的 平 顶 柱 体 的 体积 在 数值 上 就 等 于 柱 
体 的 底面 积 . 


J 一 [fer,yao 十 Dew 


6. 8. 3 ”二 重 积 分 的 计算 


上 面 已 给 出 二 重 积分 的 定义 ,但 是 如 何 计算 二 重 积分 的 值 呢 ? 如 果 直 接 用 二 重 
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积分 的 定义 去 计算 是 困难 的 . 根据 二 重 积分 可 以 解释 为 曲 顶 柱 体 的 体积 这 个 观点 ， 
容易 导出 二 重 积分 的 计算 法 则 ,其 关键 在 于 把 二 重 积分 化 为 连续 计算 两 次 定 积 分 ， 
即 二 次 积分 . 

现 分 两 种 情形 陈述 如 下 : 

(1) 矩形 区 域 

设 郴 数 f(x,y) 在 矩形 区 域 D;a 志 x 志 b,c 声 y 志 4d 上 连续 , 则 flz,y) 在 D 上 的 
二 重 积分 可 以 表示 为 二 次 积 


d 
RE = [az| fxs ydy. 


即 先 把 f(x,y) 中 的 zz 看 作 常 数 ,y 看 作 变 量 ,在 y 的 变化 区 间 [c,4d] 上 对 y 积分 ,这 
样 积分 的 结果 显然 是 z 的 函数 ,然后 将 这 函数 在 x 的 变化 区 间 [a,6] 上 对 z 积分 . 
同样 ,有 


d b 
| f(x,y)dzrdy = | dy| f(x,y)dz. 


即 也 可 化 成 先 对 xz 积分 ,后 对 y 积分 的 二 次 积分 . 

(2) 任意 区 域 

设 刀 是 由 两 条 直线 zx=a,zr=/ 及 两 条 曲线 y1 二 (Z) ,ys =p 7) [g(r) Re 
多 (7),a7&bp] 所 围 成 (图 6.16), 则 f(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 可 以 表示 为 二 次 积 
分 


PolT 


[frazay 一 fa cea)dy 


D 和 


同样 , 若 D 由 两 条 直线 y=c,y=d 及 两 条 曲线 Z1 一 也 ) (y) ,x2 = Cy) [WV, (y) 
夺 和 (yy),c 亿 yqj 所 围 成 (图 6.17), 则 f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积分 可 表示 为 二 次 


d (yy) 
fers ywardy =| dy ,fry dz. 
» c 1 3) 


X= (y) X= Ww,(y) 





图 6.16 图 6.17 











注意 :第 二 次 积分 的 上 、 下 限 总 是 常数 . 

若 积 分 区 域 D 是 其 他 形状 , 则 可 将 它 分 成 若干 部 分 ,而 每 个 部 分 为 上 述 两 种 积 
分 区 域 类 型 之 一 ,然后 再 按 二 重 积 分 的 性 质 (3) 计 算 . 

例 1 求 函数 > 一 1 一 子 一 半 在 矩形 域 D; 一 17XS1, 一 2 人 y&2 上 的 二 重 积 
分 . 

解 先 对 工 后 对 y 作 两 次 积分 ， 


加 过 了 
ay ,a 3 4 )dz 
2 

加 EE 6 ”14 ] a 
=| (2 — Ydy 

272 

加 

[2 4 | 


从 几何 上 来 说 ,这 个 二 重 积分 是 以 矩形 万 为 底 , 顶 为 平面 子 一 尘 十 = 一 1 所 截 
的 角楼 柱 体 的 体积 (图 6. 18). 


例 2 计算 | zydzdy, 其 中 忆 是 由 直线 一 1,z=2 及 yz 所 围 成 的 区 域 
解法 一 ” 先 对 y 后 对 zx 积分 











首先 画 出 区 域 D( 图 6. 19) ,于 是 


| ydzdy 





解法 二 先 对 xz 后 对 y 积 分 
区 域 D 如 图 6. 20, 于 是 





图 6.20 图 6.21 








例 3 求 椭 圆 抛物 面 > 一 1 一 4z? 一 多 与 平面 zOy 围 成 的 体积 (图 6. 21). 
解 由 于 所 给 的 抛物 面 对 称 于 xzOz 和 yOz 两 坐标 面 , 且 与 xzOy 平面 的 交 线 为 
椭圆 4z? 十 y==1, 所 以 用 不 等 式 4z2? 十 ys 有]1 ;之 0,y 之 0 所 规定 的 区 域 上 的 二 重 积 


分 便 是 所 求 体积 的 二 . 从 而 
V= “fa 一 4z2 一 办 )dzdy， 


V = 4j|a 一 4z — yr)drdy 


D 
+ V1 一 4z2 
= 4 dz| (1 一 4z2 — ydy 
0 
1 
一 3| .Ga 一 4z2)2dz. 
3 Jo 
设 2z=sint, 得 


V = 8. 到 | sosed 
2Jo 


.1.3. 
3 2°16 
二 区 

全 


例 4 计算 | zydzdy, 其 中 刀 由 3? 一刀,y 一 二 (3 一 z) 与 x 轴 正 向 围 成 (图 











6. 22). 
解 ” 因 DD 是 由 二 条 直线 与 一 条 曲线 
围 成 ,分 别 先 求 出 它们 的 交点 (1,1)， 
(0,3), (0,0). 
过 (1,1) 点 作 平 行 于 y 轴 的 直线 , 则 
DD 被 一 分 为 二 ,从 而 D=Di 十 D2. 则 





小 ydzdy 


D 


一 Jfzyazdy 十 | zydzay 
六 D, 


-asl a + asf ms 


(1l,s S31 2 3 
=| Zzxdz 十 (9z 一 6z2 十 ri)dzr 
o 2 1 8 


6.8.4 二 重 积分 的 应 用 


在 定 积分 中 学 过 的 微 元 法 也 可 推广 到 二 重 积 分 中 . 如 果 某 个 量 U 对 于 区 域 D 
具有 可 加 性 ( 即 当 区 域 DD 分 成 许多 小 区 域 时 , 量 U 相应 地 被 分 成 许多 部 分 量 ,而 U 
等 于 这 些 部 分 量 之 和 ), 并 且 在 区 域 D 内 任 取 一 个 直径 很 小 的 区 域 do 时 ,相应 的 部 
分 量 可 以 近似 地 表示 成 f(z,y)do 的 形式 ,点 (zx,y) 在 do 内 ,那么 f(z,y)do 称 为 


量 UU 的 微 元 , 记 作 dU ,以 它 做 被 积 表 达 式 ,在 区 域 D 上 的 二 重 积分 f(x,y)do 就 
是 所 求 量 7, 即 
U= fer,yao. 


(1) 质量 
如 有 一 块 薄板 , 若 其 面 密度 是 均匀 的 ,那么 它 的 质量 为 
M= Hp9， 
其 中 是 常数 ,M 为 质量 ,S 为 面积 . 








如 果 此 平面 薄板 的 面 密度 是 不 均匀 的 ,w 不 是 常数 . 它 在 zxOy 面 上 占有 区 域 
D, 在 点 (Xx,y) 处 的 密度 为 x(x,y) ,假定 wpCz,y) 在 忆 上 连续 . 现 求 该 薄板 的 质量 . 
将 品 任 意 分 成 个 小 片 ,do 是 其 中 任 一 小 片 ,同时 也 表示 该 小 片 的 面积 , (xz， 
2) 是 do 中 的 一 个 点 , 则 do 部 分 的 质量 微 元 为 
dM = u(x,y)do. 
从 而 在 整个 区 域 D 上 ,薄板 的 质量 


M= Jax 
一 中 eav 一 verd 


即 是 密度 函数 在 区 域 D 上 的 二 重 积分 . 

(2) 静 力 矩 

力学 上 规定 ,质点 对 于 一 轴 的 静 力矩 等 于 这 点 的 质量 与 它 到 轴 的 距离 的 乘积 
Mad. 质点 系 对 于 一 轴 的 静 力矩 等 于 该 系 中 各 点 对 同一 轴 的 静 力 矩 之 和 , 现 求 区 域 
D 上 一 平板 对 Oz 轴 的 静 力 矩 M, 及 对 Oy 轴 的 静 力矩 MK 

在 前 面 分 析 的 基础 上 ,将 质量 微 元 dM 看 成 集中 在 点 (z,y) ,于 是 得 小 片 dz 对 
2 轴 .z 轴 的 静 力 挎 微 元 分 别 为 


dM, = zxp(x,y)do, dM, = yu(zx,y)do. 
以 它们 为 被 积 表 达 式 在 区 域 D 上 积分 ,得 


M,= [ ZAHACzyy)dc 
D 
一 J ZHACT,y)dzdy， 
D 
M,= | yp(x,y)do 
| 


一 由 2yAHACzyy)dzdy。 
D 


(3) 重心 
车 zOy 平面 有 n 个 质量 分 别 为 mi, 华 标 为 (zi, yi) GG 二 1,2,…,n) 的 质点 , 则 该 
质点 系 的 重心 坐标 为 
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设 有 一 平面 薄板 ,在 xOy 面 上 占有 区 域 D, 面 密度 为 w=Aw(z,y),(Z,7) 是 该 薄板 
的 重心 坐标 ,MM 是 其 质量 ,M.,AM, 分 别 是 该 薄板 对 Oz 轴 、Oy 轴 的 静 力 矩 ,根据 重 
心 定 义 , 有 

zzM=M,, 3M=M.. 


由 上 面 质量 和 静 力 矩 公 式 , 便 得 


Jeg, drdy 


D 


ars yardy 


D 


区 二 


中 werooaray 
,y)dzd 
je drdy 


若 薄 板 是 均匀 的 ,x 是 常数 ,公式 则 可 写成 


J aay 中 iray 


工 一 一 


jae 人 oa ”一 ae aaa 
(4) 转动 惯量 | | 


由 力学 知道 ,质量 为 za 的 位 于 点 (z,y) 处 的 质点 ,对 于 工 轴 、y 轴 以 及 通过 原点 
O 而 垂直 于 zxOy 平面 的 轴 的 转动 惯量 分 别 为 


T= ym, T= zm, 7 三 (zz 十 办 )77 
设 有 一 薄片 占有 zOy 面 上 的 区 域 ,在 点 (x,y) 处 的 面 密度 为 u(x,y). 假定 


A(7,y) 在 D 上 连续 , 则 平面 薄片 对 z 轴 、y 轴 及 通过 原点 O 而 垂直 于 zxOy 平面 的 
轴 的 转动 惯量 分 别 为 








7 一 | yp, yazrdy, 


D 


1,= fancz, yydzrdy, 


D 
1o= fe + yur, ydrdy. 
pb 


例 5 设 平面 薄板 的 面 密度 为 (zx,y)==z? 十 y!, 求 直线 Z 十 y 一 1,z 一 0,y 一 0 
围 成 的 平面 薄板 的 质量 . 
解 ” 作 薄板 在 平面 占有 的 区 域 D 的 图 形 ( 图 6. 23). 
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积分 区 域 万 可 表示 为 
0 三 y 夺 1 一 工 ， 
D:| 
0 过 ZX 达 1. 
因而 平面 薄板 的 质量 为 
M= | 十 yy)dzxdy | 
D ~、 
= | az ce 十 %)dy 
-J 
IT dz) 
= |, -Ts 上 
= [所 x 二 
3 4 12 J 
1 
6 
图 6. 23 图 6. 24 
例 6 求 由 抛物 线 y/=4azr, 直 线 y=2a 及 Oy 轴 所 围 成 图 形 ( 图 6. 24) 的 重 
心 G(z, 了 ) 和 对 原点 的 转动 惯量 mn, 假 定 质量 是 均匀 的 ， 
解 应 用 重心 公式 ,得 
2a 2 1 4 a 
Sl ,zxdz | Ba dy 5 3, 
YY 2 1 ”2az 10°? 
fo fia er 等 一 - 














所 以 重心 坐标 为 G| ;oa,>e| 
应 用 转动 惯量 公式 ,得 








2a 工 
1,= | sy | (Cz? 十 ypdz 
0 0 





dy 


2a 6 4 
fy 
A | (i 十 1 


. 试 比较 二 重 积 分 与 定 积 分 定义 的 异同 . 

“ 二 重 积 分 化 成 二 次 积分 后 ,积分 上 限 能 否 小 于 积分 下 限 ? 
.在 计算 二 重 积分 时 ,应 如 何 选 择 积分 次 序 ? 

.在 什么 条 件 下 ,二 重 积分 可 化 为 两 个 单 变 量 积分 的 乘积 ? 


思考 题解 答 


5 


1. 一 元 函数 的 定 积分 是 在 数 轴 上 一 区 间 的 积分 ,而 二 重 积分 是 在 平面 一 区 域 
上 的 积分 . 从 定义 上 看 , 同 是 分 割 、 近 似 代 赫 、 求 和 、 取 极限 ,并 无 本 质 差 异 . 


2. 不 能 . 见 本 节 积 分 限 的 确定 叙述 . 
3. 上 应 注 意 区 域 尽量 少 分 块 ,这 样 积分 计算 简单 且 容 易 积 出 ， 
4. 区 域 为 矩形 ,被 积 函数 为 

f(r,y) = f(z) MM f(y). 








习 题 6 


1. 求 点 PC2, 一 3,1) 到 坐标 原点 和 各 坐标 轴 的 距离 . 
2. 在 x 轴 上 求 与 点 4( 一 4,1,7) 和 点 B(3,5, 一 2) 距 离 相等 的 点 C 
3. 指出 下 列 方程 表示 怎样 的 曲面 ,并 画 出 草图 : 








2 2 zx? 
(1) (z—a)’+ y= | ， (2) -=1; 
(3) zz 十 y: 十 xz: 二 16; (4) z=2— xz’; 
工 了 之 一 ] ， 2 一 
(5) 于 十 二 一 14 (6) y’—z=0, 


4. 确定 下 列 函数 的 定义 域 ， 





(1) z=z+y; (2) z=~MV1—z:+vV1—y; 
(3) z=ln(z—y); (4) = 一 三 


5. 求 下 列 各 函数 在 给 定点 的 函数 值 ， 
十 
(1) z 一 一 一 :一 在 点 (0,1)，(2,4); 
(2) f(z'y)=2sin(z 十 ) 十 半 YY 一 1 在 点 | 亚 ,0]， 
(3) f(x,y) 二 e177 一 xy 十 1 在 点 (0,0), (0,1), (lna,0). 
6. 证 明 limz 士 2 不 存在 . 
> 
sin(zx’+y:) 
yr 


8. 求 下 列 函 数 的 间断 点 ， 
1 ; (2) z=—l. 
zy Ty 
9. 如 果 函 数 z 二 x? 十 zy 一 3zx 十 2y 十 5, 当 点 P(x,y) 由 (1,1) 变 到 (2, 一 1) 时 , 它 
的 偏 增 量 与 全 增 量 各 为 多 少 ? 全 增 量 是 否 为 偏 增 量 之 和 ? 


10. 求 下 列 函 数 的 偏 导 数 ， 





(1) z= 





(1) z=lnsin(x— 2y); 
(3) z=sin(zxy)++cos’(ry); 


(5) y=z’ Ty tz 2ryt+ 2yz; 
(7) f(z,y) 二 xe? 在 (2,0) 点 ; 
11. 求 下 列 函数 的 二 阶 偏 导 数 : 


(1) z 二 ee 十 ye 十 ze’”; 


(2) z=e™; 


之 ， 

x 9 

(6) z= zln(z’ + y’); 

(8) f(x,y) 二 x?y: 一 2y 在 (2,3) 点 . 


(4) z=arctan 


(2) z 一 二 lnCze 十 y) 
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(3) p=; (4) z 二 zsin(z 十 y) 十 ycos (zx 十 y). 
12. 设 函 数 
y 一 ZX 十 y 尖 0 
fx,y) -| Tz 十 yy， 
0， 2Z2 十 内 一 0， 


在 除 原 点 (0,0) 以 外 各 点 处 求 广 , 广 ,并 从 偏 导 数 定义 出 发 ,说 明 在 原点 (0,0) 处 有 
偏 导数 ,了 ,了 和 了 ”ys, 但 了 "(0,0) 关 了,(0,0). 
13. 验证 函数 z 一 ln(M Xx 十 My ) 满 足 方程 


QZ oz _ 1 
Z3z 十 ?ay 一 2° 





14. 求 函数 == 二 , 当 xz 一 2,y=1,Ar 一 0.1,Ay 一 一 0.2 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 
15, 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 


(1) zx 一 妈 十 3zy 一 2y23 (2) > 一 er 2 
(3) z 一 Zn(zy); (4) & 一 sin(z2 十 办 十 z2)3 
2 
(5) = 一 | 三 | (6) > 一 arctan Z+y 
y 1 一 zy 


16. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导 数 或 全 导数 ， 
(1) 设 zx 一 arctan 过 ,而 UX 十 y,v 二 X 一 y; 
(2) 设 z=e”, 而 w=x 十 y,v 二 xy; 
(3) 设 z= 闻 ,而 z= 一 e',y 一 1 一 e*. 

17. 设 z 二 fw) 十 g(v) ,而 4 二 x 一 y,v 二 zx 十 y, 验 证 


18. 求 下 列 函 数 的 极 值 ; 

(1) f(x,y)=4(r—y) ~ zy’; 
(2) f(x,y)=er (ry +2y). 

19. 将 直径 为 200 mm ,长 为 600 mm 的 圆 钢 放 在 加 热 炉 里 加 热 ,直径 增 大 的 速 
度 为 0. 08 mm/min ,长度 增 大 的 速度 为 0. 25 mmymin, 问 圆 钢 体 积 增 大 的 速度 是 
多 少 ? 

20, 有 一 下 部 为 圆柱 形 ,上 部 为 圆锥 形 的 帐篷 , 它 的 容积 Y 为 一 常数 尼 , 今 要 使 
所 用 的 布 量 少 , 试 证 帐篷 尺寸 间 应 有 关系 式 R= /5 H,h=2H (CR,H 各 为 圆柱 的 
底面 半径 及 高 ,h 为 圆锥 形 的 高 ). 

21. 经 研究 ,肺泡 气体 内 氧 分 压 与 外 界 气压 有 着 密切 的 关系 , 据 测量 数据 如 下 表 ， 

外 界 气 压 (10mmHg) > 5 6 8 11 13 
肺泡 气体 内 氧 分 压 (mmHg) y 5 7 10 16 22 
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试用 最 小 二 乘法 求 出 > 与 z 的 经 验 公式 . 
22. 在 研究 单 分 子 化 学 反应 速度 时 ,得 到 下 列 数据 : 











反应 时 间 3 6 9 12 15 18 21 24 
t 时 刻 反应 物 的 量 y 57.6 41.9 31.0 22.7 16.6 12.2 7.9 6.5 
Y=lgy 1.760 1. 622 1. 491 1. 356 1. 220 1.086 0.898 0.813 


t 表示 从 实验 开始 算 起 的 时 间 ,y 为 在 时 刻 ;反应 混合 物 的 量 . 由 化 学 反应 速度 的 理 
论 知道 ,y 与 1 应 是 指数 函数 关系 ,试用 最 小 二 乘法 求 出 经 验 公式 y= f (4). 
23. 对 二 重 积分 f(x,y)dzrdy 按 下 列 指定 的 积分 区 域 D 确定 二 次 积分 的 积 
分 限 
(1) D:(0,0)，(1,0),(1,1) 为 项 点 的 三 角形 ， 
(2) D;(0,0)，(1,0),(1,2), (0,1) 为 项 点 的 梯形 ; 
(3) D: 圆 zx? 十 y 志 1. 
24， 画 出 积分 区 域 , 并 计算 二 重 积 分 ， 


(1) | raydzdy, D:0<z<1,2LyS3; 
D 

(2) | e+)dzdy, D;y=zx?，y: 二 zx 所 围 成 的 区 域 ， 
5 


D 





(4 


Se 


[sin (Xz 十 y)dzdy， D:0<r< ， O<y<7， 


已 


(5) 由 azay， Di:z=0,y=0,z=l,y=1 所 转 成 的 区 域 ， 
(6) | ez-syazdy， D:x!+ yo9. 
25. 求 曲线 y=x? 及 直线 y 一 4 所 围 成 的 平面 薄板 的 质量 , 设 面 密度 为 常数 y. 


1 
26. 求 二 图 zy 和 a! ,Zz 宇 0,y 宇 0 的 重心 ( 设 面 密度 为 均匀 的 ). 


27. 求 均匀 分 布 在 y=x? 与 y=1 所 围 成 的 平板 上 的 质量 关于 原点 的 转动 惯 
量 . 
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习题 6 答案 
1. 到 原点 ,zr、y,z 轴 的 距离 分 别 是 M14,2,3,1. 
14 
2. cl 0,0, 当 | . 


3. (1) 圆柱 面 ; (2) 双 曲 柱 面 ;(3) 球面 ;(4) 抛物 柱 面 ; (5) 平面 ; (6) 抛物 柱 
面 . 

4. (1) zER，yERi 
(2) —1&zr<1,—1<y<l1; 


(3) z 十 y<<0; 
(4) xX—y>0. 
3 
5. (1) 1, 一 一 ; (2) 2，e 十 1,a 十 1 ; (3) 1. 
V5 
6. 答案 
7. 1. 
8. (1) (0,0); (2) 直线 y= 二 x. 
9. Az:=1, Azy=—6, Az 元 Azs 十 Az,， Az 二 一 7. 
日 9 
10. (1) gx™— Cot(r—2y), 3y™ Zcot(r—2y)s 
(2) 答 =ye”， ze 


(3) =ycos (zy) 一 2ycos(zy)sin(zy)， 


9 
3y 一 2Zcos(zy) 一 2zcos(zy)sinCzy); 


2z 9z__ Zz 
ax zty” 9y zy 





(4) 


ou ou 9 
(5) jz 一 2(z 二 2)， 72rtyte), =2(y+2); 
2z3 9z_ 2zxy 
Xx: 十 y2” 9y Xi 二 +y:” 


(7) fF.(2,0)=1, f,(2,0)=2; 


9 
(6) 经 一 2zln(Cz2z 十 y2) 十 


(8) 三 -(2,3) 王 36， ff,(2,3)=22. 
2 
3y te" +ze’, 


9z zy ry 9 
9yazr © 十 Te 十 e 十 e zay; 


了 2 
11. (1) 了 二 一 ze” 十 yer， 
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9 _ YX 9x_ ry ox _ -2xy . 
(2) axz2z (z+y)’” dy (zt+y):’ 9roy (r+y): dyaxr 
gu gu du_ 2 du 1 9 
(3) dr dy: *’ gz? x+’ gray zz: 9yax’ 
D?z . 
(4) Js (2 cos (zty) — zsin(zty), 
gz . 
ay 2x)sin(rty) +t ycos tzty), 
2 sin(z+y) + (1 ycos(rty) 
5293 一 Z)sin(z 十 y y T+y 
2 
9yaxr' 


14. Az=—0,119, dz=—0.,125. 
15. (1) dz 一 (2z 十 3y)dz 十 (3z 一 4y)dy; 


(2) dz 一 er ?dzr—2e’ 2dy; 


2 
(3) dz 一 (2zln(zy) 十 z)dz 十 dyi 
(4) du=2cos (x yz?) (rdz+t ydy 二 zdz); 


2 
(5) dz 一 2 六 dz 一 区 dy 


1+x’ 


1+y 
(1 一 zy)? 十 (z 十 y) 


~- JTJ . 
(1 一 xXy): 十 (z 十 y)? 


9z_ az__z 
16. (1) az z+y’ ay z+y:” 


(6) dz 一 dz 十 dy. 





之 


昌之 
(2 元 一 ye 十 y(Z 十 y)enGct2j 3 一 me 十 Xx(z 二 yet» 


dz /ot 


(3) = —e'—e 
18. (1) 极 大 值 f(2, 一 2)==8; 

(2) 极 小 值 了 | 二 ,一 1 一 一 . 
19. 7300x22. 29 L/min. 
21. y=2.058z— 5. 6988. 
22. y=79. ge er. 


1 I 
23. (1) | fc» dzdy=| dz| f(z,y) dy 
0 
D 








24. 


25. 


26. 


27. 


(2) fers») dzdy=|. dz 六 fxsy) dy 
D 


1 NV- 
(3) | feasy) dzdy=| dz| f(y) dy. 
Db 


工 ， 


33 
140° 


(3) 9; 
(4) ~vV 2 一 1; 
(5) (e—1)’; 


(2) 


(6) 一 9. 


2 4 32 
M= | ztdzdy 一 2x| dz| 1dy = 3 
D 





i 
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伏 分 万 在 


微分 方程 (differential equation) 是 17 一 18 世纪 为 解决 一 系列 物理 问题 所 产生 
的 一 个 数学 分 支 , 它 为 寻求 变量 之 间 的 函数 关系 找到 了 新 的 方法 . 1846 年 ,一 名 法 
国 化 学 实验 员 Leverrier 在 海王 星 还 未 实际 观测 到 之 前 ,就 根据 微分 方程 预测 这 颗 
行星 的 存在 及 其 在 太空 中 的 位 置 . 学 习 了 本 章 的 内 容 , 读 者 对 这 一 点 将 会 有 更 具 
体 、 更 深刻 的 体会 : 

在 许多 实际 问题 中 涉及 到 变化 率 的 问题 ,如 卫星 运行 轨道 ,飞行 稳定 性 .化 学 
反应 过 程 、 药 物 吸 收 和 排 汇 过程. 疾病 传播 方式 .人口 增长 理论 ,肿瘤 生长 规律 等 ， 
都 可 借助 微分 方程 这 个 工具 予以 解决 . 近年 来 ,在 天 气 预报 系统 中 ,人 们 开始 借助 
于 巨型 计算 机 ,利用 微分 方程 知识 进行 气象 预测 . 人 是 一 个 小 宇宙 ,如 研究 自然 规 
律 那样 ,在 人 体 科学 的 研究 中 ,可 以 根据 各 种 动态 变化 的 特征 ,采用 动力 系统 的 方 
法 进行 研究 ;如 药物 动力 学 、 微 生物 动力 学 等 ,充分 显示 了 微分 方程 这 门 学 科 的 应 
用 前 景 . 

从 理论 上 讲 , 微 分 方程 的 研究 大 致 有 3 个 方面 ; 

1) 根据 实际 背景 确立 方程 

2) 讨论 某 些 类 型 方程 的 解法 ， 

3) 不 具体 解 出 方程 而 根据 方程 本 身 的 特点 讨论 方程 解 的 存在 性 ,唯一 性 、 连 

本 章 着 重 讨论 前 两 个 问题 ,并 将 运用 所 学 的 知识 介绍 一 些 医 学 中 的 微分 方程 
模型 实例 . 


7. 1 微分 方程 的 一 般 概念 


微分 方程 总 体 上 讲 分 为 偏 微分 方程 和 常 微分 方程 两 大 类 . 方程 中 ,如 果 所 求 函 
数 是 多 元 函数 ,其 导数 就 是 偏 导数 ,此 时 称 方程 为 偏 微分 方程 . 例如: 
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其 中 的 未 知 函 数 为 > = z(x,y). 

如 果 方 程 中 所 求 的 函数 为 一 元 函数 , 则 其 导数 为 全 导数 ,此 时 称 方程 为 常 微分 
方程 . 本 章 讨论 的 只 限于 常 微分 方程 . 

为 介绍 微分 方程 的 一 般 概念 , 先 引 入 以 下 例题 ， 

例 1 一 物体 在 重力 作用 下 自由 下 落 (不 计 空气 阻力 ) ,下 落 的 初始 位 置 为 一 
0, 初 始 速度 vo 二 0, 求 物体 下 落 距离 * 与 时 间 t 的 关系 s(z). 

解 ” 设 物体 下 落 距 离 与 时 间 关 系 为 一 s(), 且 已 知 重力 加 速度 为 g, 则 据 题 意 


有 
2 
9 一 BE， (7.1) 
5 -oo 一 so 一 0， (7. 2) 
外 二 vo 三 0. (7. 3) 
分 析 函 数 。 一 记 g# 十 Cut 十 C 《CC 为 任意 常数 ), 因 为 
=g+t0, 
d2s 
di 8; 
故 该 函数 满足 方程 (7. 1). 当 Cl=C,=0 时 ， 
5 一 et 
它 满足 方程 (7. 1) 及 条 件 (7. 2), (7. 3)， 
下 面 给 出 有 关 的 几 个 概念 
7.1.1 微分 方程 


含有 自 变量 、 未 知 函 数 及 其 导数 (或 微分 ) 的 方程 称 为 微分 方程 ,如 方程 (7. 1). 
7.1.2 微分 方程 的 阶 


微分 方程 中 所 含 未 知 函 数 的 导数 或 微分 的 最 高 阶 数 称 为 微分 方程 的 阶 
Corder). 如 方程 (7. 1) 为 二 阶 方程 . 又 如 方程 (y)3 十 2y* 二 0 为 一 阶 微分 方程 . 
dix 
方程 2 9 和 十 学 = z 为 二 阶 微分 方程 
方程 zy*” 十 2yy” 一 y == e* 为 三 阶 微分 方程 . 
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7.1.3 微分 方程 的 解 


满足 微分 方程 的 函数 称 为 微分 方程 的 解 (solution). 即 :该 函数 及 其 导数 代入 
方程 两 边 使 之 成 为 恒等式 . 


如 函数 5 一 82 十 CU 十 C， 和 5 一 六 2 都 为 方程 (7. 1) 的 解 . 
例 2 验证 y=Ce- 十 e-*? 是 方程 和 十 3y=e-2 的 解 . 





证 y= 一 3Ce 和 一 2e7 2， 
yy 二 3y 二 一 3Ce 一 2e 十 3(Ce- 下 十 e 2) 一 e-2， 
左 = 右 . 


故 ?= Ce ”十 e ”是 方程 的 解 . 
7.1.4 微分 方程 的 通 解 
若 方程 的 解 中 含有 独立 的 任意 常数 的 个 数 与 方程 的 阶 数 相同 , 则 称 此 解 为 微 
分 方程 的 通 解 (general solutions). 
例 1 中 ,* = 广 gt* 十 Cu 十 Ce 中 含有 两 个 独立 的 任意 常数 , 故 为 方程 的 通 解 
;二 译 8t' 十 Cu 亦 是 方程 的 解 ,虽然 它 也 包含 无 穷 多 个 解 ,但 由 于 其 中 只 有 一 个 任 
意 常数 , 故 不 是 方程 的 通 解 


7.1.5 微分 方程 的 初始 条 件 (initial conditions ) 


方程 的 解 所 需 满足 的 附加 条 件 , 称 为 初始 条 件 . 例 1 中 (7. 2),(7. 3) 式 为 方程 
《7. 1) 的 初始 条 件 . 一 般 来 说 ,一 阶 方程 只 有 一 个 初始 条 件 ,n 阶 微分 方程 有 n 个 初 
始 条 件 . 


7.1.6 微分 方程 的 特 解 (particular solutions) 


方程 满足 初始 条 件 的 解 称 为 特 解 . 在 通 解 中 ,利用 方程 的 初始 条 件 求 出 其 中 的 
任意 常数 应 取 的 值 , 这 样 得 到 的 解 即 为 特 解 , 例 1 中 的 ;一 二 gt 即 为 方程 满足 初始 
条 件 (7. 2) , (7. 3) 的 特 解 . 

。 例 3 菜 方程 的 通 解 为 y = z? 十 C, 求 满足 该 方程 初始 条 件 y(0) 二 1 的 特 解 

解 将 z 一 0,y = 1 代入 通 解 中 ,得 1 = 0 十 C, 由 此 得 C 二 1, 故 所 求 特 解 为 
一 2 十 1. 

习惯 上 在 没有 注 明 的 情况 下 C 都 表示 任意 党 数 . 

例 4 某 方程 的 通 解 为 y=Cilnz 十 C,, 求 满足 初始 条 件 2 的 特 解 

解 将 z=1,y=1 代入 得 Cs 二 1. 
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由 于 y 一 所 ,将 z=1,y 一 0, 代 入 得 Ci 一 0, 故 方程 的 特 解 为 
3 一 |. 

微分 方程 的 解 中 所 含 的 任意 常数 是 在 积分 过 程 得 到 的 ,有些 书 上 也 称 积分 党 
数 (integral constant). 一 阶 微分 方程 的 通 解 表 示 在 平面 上 的 一 族 曲线 , 称 为 积分 曲 
线 (integral curve). 满足 初始 条 件 y(zo) = yo 的 特 解 
的 积分 曲线 是 过 点 (zuyy) 的 那 一 条 

例 5 微分 方程 一 一 至 的 解 为 六 十 ?一 C, 斌 
说 出 该 方程 的 积分 曲线 是 怎样 的 图 形 ,满足 初始 条 
件 y(1)=1 的 特 解 又 是 怎样 一 条 积分 曲线 ? 

解 方程 的 解 为 y 十 z? 二 C，, 故 积分 曲线 是 以 原 
点 为 圆心 的 一 族 同 心 圆 ,满足 初始 条 件 y(1) 二 1 的 
积分 曲线 即 是 C=2 时 的 那个 过 点 (1,1) 的 圆 . 如 图 
(7. 1 )， 





思考 题 


1. 曲线 2z 十 y 一 1 一 e2 是 否 为 方程 (2z 十 y 十 1)dz 一 (4z 十 237 一 3)dqy 一 0 的 
解 ? 

2. 方程 (十 1)y 一 2xy' 十 2y 二 0, 试 问 y 一 CCzz 一 1) 是 否 为 此 方程 的 解 ? 是 否 
为 此 方程 的 通 解 ? 你 由 此 得 到 什么 启发 ? 

3， 通 解 是 否 妈 含 了 所 有 的 解 ? 


思考 题解 答 


1. 将 2z 十 y 一 1 一 e2-* 两 边 对 工 求 导 , 得 


dy _ oz 。，, dy 
2 十 了 一 ef (2: 和 -1]. 
由 已 知 
e2 一 2z 十 y 一 1， 
即 有 
dy _ | >] 
2 十 这 二 (2z 十 ? 1) 2 77 ] | ， 
整理 得 
《2z 十 ?十 1)dz 一 (4z 十 2y 一 3)dy 一 0， 
故 曲 线 


2X 十 y 一 1 二 e227 
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为 所 给 方程 的 解 . 

2. 将 y,y' 代入 方程 可 知 ?= 一 C(z 十 1) 为 所 给 方程 的 解 . 

由 于 解 中 只 含 一 个 任意 常数 而 方程 为 二 阶 微分 方程 ,故此 解 不 是 该 方程 的 通 
解 . 

此 结果 说 明 有 些 方程 的 解 虽 然 包 含 无 穷 多 个 解 ,但 由 于 任意 常数 的 个 数 不 等 
于 方程 的 阶 数 , 故 不 是 通 解 , 同 时 也 说 明 方 程 的 解 可 以 既 非 通 解 , 亦 非 特 解 . 

3， 通 解 不 一 定 包含 方程 所 有 的 解 . 例如 方程 多 一 好 ,其 通 解 为 


1 
7 +C: 
显然 y 三 0 亦 是 方程 的 解 ,但 它 不 在 通 解 之 中 ， 


/.2 几 种 常见 的 一 阶 微分 方程 


微分 方程 的 求解 ,并 无 普遍 适用 的 方法 . 通常 是 对 特殊 类 型 的 方程 讨论 其 求解 
方法 ,其 中 有 些 解 能 用 初等 函数 表示 出 来 ,有 些 则 不 能 用 初等 函数 表示 而 只 能 以 无 
穷 级 数 或 者 其 他 非 初等 函数 形式 表示 ,也 有 些 用 近似 值 表示 . 从 本 节 起 到 7. 5 节 ， 
将 介绍 几 种 基本 类 型 的 微分 方程 的 求解 方法 ,虽然 这 些 类 型 是 有 限 的 ,但 它们 是 许 
多 常见 的 实际 问题 中 出 现 的 类 型 . 
一 阶 微分 方程 的 一 般 形 式 为 
Flr,y,y') 一 0， 
y(Czo) 一 yo. 


本 节 介 绍 两 类 一 阶 微分 方程 的 解法 . 
7.2.1 可 分 离 变量 型 


型 如 
和 一 AKCzg(Cy) (gcy 0) (7.4) 
的 方程 称 为 可 分 离 变 量 型 方程 . 
显然 ,可 将 它 变 为 
dy _ 
gCy) 二 hlr)dz. 


将 等 式 两 端 直接 积 ,得 方程 (7. 4) 的 通 解 
2 = jacrydz +C. 
例 6 求 方程 (1 十 y?)dz 二 zydy==0 的 通 解 . 
解 ”将 方程 变形 为 





y 
1 十 yd 和 
两 边 积 分 ,得 








了 indl+y) 一 一 Inlzl+C 


为 简化 解 的 形式 ,将 Ci 改写 为 六 InC(C>0), 则 有 
In(1+y)+2ln|z|=lnC, 
故 
Z2(1 十 好) 一 C 
为 该 方程 的 通 解 . 
/zy 十 1)dzr 二 y(l 十 Xx?)dy 二 0 
例 7 求 Ty TTY Zz 4 
y(0)=1 
解 ” 将 方程 变形 为 


的 通 解 和 特 解 . 


zx ，_ yy 
j 寺 去 dz 一 一 TY? 





两 边 积 分 ,得 
Fln(l+ x) +3lnd+y)=0, 
即 
二 n+z9 十 二 In 二 2 一 二 InC (C>0), 
则 方程 的 通 解 为 
(zz 十 1)(y2 十 1 一 C 
将 初始 条 件 z=0,y=1 代入 通 解 中 ,得 C=2, 故 方程 的 特 解 为 


(zx? 十 1)(y? 十 1) 二 2. 
例 8 如 图 7.2 所 示 的 电路 ,可 建立 微分 方程 K R 


RC 各 + 一 ,其 中 人 是 电阻,C 是 电容 器 的 电容 ， | | 
是 电源 电 失 , 是 电容 名 上 的 电 夺 ,如 时 已 知 wc0) 
= 0, 求 w 随 时间: 的 变化 规律 


解 ” 将 方程 变形 为 








图 7.2 
du 1 dz 1 
Ewu™ ROM TE -Red 
两 边 积分 得 
In|E 一 uw| = 一 志 十 41(41 为 任意 常数 )， 
即 


InlE— ul= Inet InA(A > 0), 


轩 井 
五 一 & = Ae-E. 


“186 ， 


医学 高 等 数学 








代入 初始 条 件 wx(0)=0 得 4=E, 即 
一 wu, 一 Ee- 志 ， 
故 x 随时 间 的 变化 规律 为 
ult) = E(l 一 e- 志 ). 
例 9 求 通过 点 (1,1) 的 曲线 方程 ,使 其 在 区 间 [1,z] 上 对 应 的 曲 边 梯形 面积 
等 于 该 曲线 上 点 M(z,y) 的 两 个 坐标 之 积 的 2 倍 (z>0,y>>0)， 
解 设 曲线 的 方程 为 ?一 y(z) ,在 [1,z] 上 对 应 的 曲 边 梯形 面积 为 「>(z)dz， 
据 题 意 有 
| >Codz = 2zy(z)， 


对 工 求 导 得 到 方程 
2 一 2(y 十 zy )， 
即 
/ 车 
多 一 27z 
解 此 方程 得 


曲线 通过 点 (1,1) , 故 


所 求 曲线 为 


例 10 求解 方程 和 一 之 十 cos 之. 
解 该 方程 不 是 可 分 离 变 量 型 ,应 设法 将 其 化 成 可 分 离 变量 型 . 从 形式 上 来 
看 ,可 试 着 令 "一 过, 即 > 一 wz, 显 然 x 仍然 是 x 的 函数 , 故 


dy_ du 
dr™*+z dz’ 
代入 原 方程 得 
4 + cosu, 
即 


du 
并 本 一 COsz. 
dz 


此 方程 为 可 分 离 变 量 型 , 解 此 方程 得 
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即 
dz _dz 
sin “十 下 | ™ 
两 边 求 积 分 得 
ln |tan 艺 十 至 | [=Inlzl +InC. 
则 
tan 癌 十 到 | = Cx, 2& 一 2arctan(CZ) 一 - 
即 原 方程 的 通 解 为 
y=zu=z|[2arctan(Cz) 一 了 邢 | 
一 般 , 凡 是 形 为 y = /| 之 | 的 方程 都 可 令 y 一 zu, 化 成 可 分 离 变 量 型 方程 
例 11 解 方程 Cty) 
解 ” 观 察 一 下 方程 的 特点 , 令 xz 十 y=u, 则 y=u 一 z， 
dy 
dz ”dz “ 
代入 原 方程 得 
dz 
， dz 一 】 一 22 ， 
即 
du 
1 十 好 de 
两 边 积分 得 
arctanu 一 工 十 C， 
2& 一 tan(z 十 C). 
故 原 方 程 的 通 解 为 


yy 一 & 一 并 一 tan(z 十 C) 一 工 . 
从 例 10 和 例 11 中 可 以 看 出 , 某 些 方程 通过 变量 代 换 便 可 化 成 可 分 离 变量 型 ， 
至 于 如 何 选择 适当 的 变量 代 换 , 主要 还 是 观察 方程 的 特点 . 习题 中 有 几 道 这 类 方 
程 ,读者 可 先 思 考 再 看 提示 . 


7. 2.2 一 阶 线性 微分 方程 
一 阶 线性 微分 方程 的 标准 形式 为 
y + P(rz)y = Q(z). (7.5) 


当 Q(x)==0 时 ,方程 (7. 5) 为 线性 齐 次 方程 , 当 Q(z) 天 0 时 ,方程 (7. 5) 为 线性 非 齐 
次 方程 . 显然 对 齐 次 方程 
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y+ PCr)y=0. (7. 6) 
可 用 分 离 变 量 法 求解 
=— PCz)dz， 


lny 一 一 |Pcodz 十 InC ， 


y = Ce ed 
对 于 非 齐 次 方程 (7. 5) 可 以 证 明 其 解 的 形式 为 y = CCzje-et, 
即 非 齐 次 方程 的 解 可 通过 将 对 应 齐 次 方程 的 解 的 常数 C 变 为 函数 C(x) 而 得 
到 . 此 方法 称 为 常数 变易 法 . 现 问题 归结 为 如 何 求 CCz)， 
将 
y= 二 Cr)e-JP ee, 
y =— P(x)C(r)e- JPenar 十 一 全 一 2 ee 一 Penodz 


代入 (7.5) 得 

CD -Penodz 一 Q(T), 
即 

dC) = ojreuadcz)， 

z 

C(x) = |ecopePrreaz 下 人 

故 方程 (7. 5) 的 解 为 
y= Cz)e J 
一 eeoe| | Q(z)ej mdz 十 C : 


其 中 CC 为 任意 常数 . 
如 将 y 改写 成 


(7.7) 


y= Ce~frcyaz 十 cos|@czoejeedz 
一 了 十 3 ， 


显然 了 为 (7. 6) 的 通 解 ,y "为 (7. 5) 的 一 个 特 解 , 即 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 为 对 应 
齐 次 方程 的 通 解 Y 加 上 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 y* , 解 题 时 可 以 按 常数 变易 法 的 步 
又 求解 , 亦 可 直接 利用 解 的 公式 (7. 7)( 如 例 13). 


例 12 求 方程 y 十 关 一 2lnz 十 1 的 通 解 . 
解 ” 先 解 对 应 的 齐 次 方程 


/iy 
y 二 二 0 
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dy dz 
y Xz 
两 边 积 分 ,得 
C 
y 一 二 ， 
变易 常数 , 设 
人 CC(Z) 
A 
求 导 后 代入 原 方程 ,得 
2 。 工 +Ccnl -二 | 十 cz ?jnzr 二 1， 
工 ba z z 
Dnzrt1). 
z 
即 
CCz) 一 | Carlnz 十 TX}dz 
2 2 
一 Znz 十 C 
故 原 方程 的 解 为 
y= rlnrtC) 
zr 并 
=C zlnz 
并 


例 13 解 (z+D 生 一 23 一 (z 十 TD 
解 ”此 方程 不 符合 标准 形式 (7. 5) 式 ,应 先 两 边 除 以 (z 十 1) 得 
y(t) 
可 知 公式 (7. 7) 中 的 P(z) 一 一 二 ,Q(z)==(z 十 1)*. 帮 
[Pedr =— 2lnjz + 1|，, 


ceeod -alnlzt1l 一 


e re 

eeod = (Cz 十 1)?， 

|ecepefreeadz = je+Ddaz= 二 +Dz 
代入 公式 (7.7) 得 


y= (zx 十 D’[z 十 1 十 C 











一 Coz 十 1 十 Ee + 4. 


例 14 求解 y' 一 ycotx==2xsinz. 
解 ” 先 解 齐 次 方程 y 一 ycotzx=0， 


In|y|=1ln|sinz|+lnC. 
即 
y=Csinz. 
变易 常数 , 设 y= 二 C(xzx)sinz, 则 yy = 往 sinz 十 CCz)cosz。 代入 原 方 程 得 
SCsinz+CCz)cosz 一 CCn)cosz= 2zsinz， 
故 
和 一 2z， C(x)=z+C. 
所 以 原 方程 的 解 y= (z2 十 C)sinz 一 Csinz 十 zzsinz. 
例 15 求解 全 十 2y=z. 


解 先 解 对 应 的 齐 次 方程 十 2y 一 0, 得 


dy 一 2dz. 
了 
于 是 
y=Ce™*, 


变易 常数 , 设 > 一 CCz)e “, 代 入 原 方程 得 


ew+CCz) (—2e *“?)++2C(r)e “=z. 


故 
dC 2 
di = Xe 
C(z) 一 |ze*dz 
一 六 ze 一 |e*dzx 
一 ee” 27 十 C 
所 以 原 方 程 的 解 为 
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1. 方程 yy 十 Plr)y 二 Q(zX), 如 果 yi 和 3 分别 为 它 的 解 , 试 问 y= 二 Ciyi 十 Czyz 
是 否 齐 为 此 方程 的 解 ? 

2. 如 果 某 方程 的 解 为 

ln|z 二 1|=ln|y: 十 1| 十 C， 
能 否 化 简 成 z? 十 1 二 y? 十 1 十 C(C 为 任意 常数 )? 

3. 方程 y 十 P(rz)y 二 Q(z) 的 解 为 什么 形 如 

y=C (zero., 

4. 试 将 y 二 f(ar 十 by 十 c) 化 为 可 分 离 变 量 型 方程 ， 

5. 方程 y 十 PP(z)y=Q(Cz)y (ec 天 0,1) 称 为 贝 努 里 方程 , 试 将 其 与 一 阶 线性 方 
程 形式 对 照 , 令 x 一 y “而 化 成 一 阶 线性 方程 ,并 解 方程 入 一 3zy 一 zy? 

6, 除了 前 面 介绍 的 一 阶 微分 方程 之 外 ,还 有 没有 其 他 可 以 求解 的 一 阶 微分 方 
程 ? 

7、 将 方程 cosz + ysinz=1 与 标准 形式 (7. 5) 式 相 比 ,P(r) 二 ? Q(x) 二 ? 试 
求解 . 


1. 将 ?一 Cl 加 十 Cays 及 yy 二 Ciy 1 十 Czy's 代入 方程 左边 ,得 
2 十 已 (zz)y 一 CiLy 十 已 Cz)y + Ce[y， 十 Plz)y2] 
= CiQ(z) + CQ(z) = (Ci + Ci) Q(z). 
当 Ci 十 Cs==1 时 y 为 此 方程 的 解 . 
当 Q(z) 二 0 时 y 亦 为 此 方程 的 解 , 并 由 此 可 知 ,对 一 阶 线性 齐 次 方程 而 言 , 解 
的 线性 组 合 仍 为 该 方程 的 解 , 但 对 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ,此 结论 不 一 定 成 主 . 
2. 这 种 化 简 是 错误 的 ,所 给 式 子 区 别 于 
lIn|z+1|=ln|y: 十 1 十 C1|. 
jnjz: 十 1| 一 injy? 十 1 十 inC (C>0). 
从 而 化 简 为 
《z? 十 1) 一 CC 十 1) (C>0). 
3. 原 方 程 可 变形 为 


d 
让 =Q(z) 一 P(z)y， 


即 
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y 
两 边 积 分 
lny az 一 |P (dz, 
今 
CD) 一 | dx， 
2 
有 
Iny=vw(z) 一 |P(z)dz， 
一 exeod. 
再 令 
C(z) 一 ee ， 
得 


y=C(z)e fe, 
4. 令 二 azx 十 by 十 c, 则 


dx ,dy 
dz™—ato dxz， 
由 于 原 方程 为 多 一 (zx) , 故 
、 d 
=atbf(u) 或 二 87 一 dz 
此 方程 即 为 可 分 离 变量 型 . 

5. 将 原 方程 化 为 y“y' 十 Plz)y!“ 二 Q(z), 邻 Zz 二 y!“, 则 
dz __ — ad _od 1 dz 
dz 1 一 4)3 dz 多 》 dz ”1 一 adz' 

原 方程 变 为 
1 dz 
Iadzt? z=Q(z), 

即 

dz 0 )P(z)z 一 (1 一 a)Q(Cz) 

二 a ZX)z= a)Q (zr). 
此 方程 即 为 一 阶 线性 方程 . 

对 方程 


3zy=zy’ ,a=2, 


可 令 = 一 久 - 2 一 y 1 将 方程 化 成 
径 十 3zz 一 一 z， 
由 此 解 得 


B32 


z=Ce-# 一 二 (C 为 任意 常数 )， 
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故 原 方程 的 解 为 
mm 1 
yy 一 Ce 2 3 
6. 可 以 求解 的 一 阶 微分 方程 还 有 其 他 形式 . 例如 
拉 格 并 日 方程 y= 二 zf(y ) 十 p(y')， 
、 aP 32@& 
全 微分 方程 P(x,y)dz 十 Q(x,y)dy 二 0， ,其 中 5 一 pt 
由 


7. P(X)=tanzr,Q(z)= As 一 sinzx 十 Ccosx. 


71.3 特殊 类 型 的 二 阶 微分 方程 


二 阶 微分 方程 的 一 般 形 式 为 
FCZy yy 一 0， 
ec 
Yy (Xo0) = yi. 
很 自然 会 想到 ,设法 将 二 阶 微分 方程 降 为 一 阶 微分 方程 再 行 求解 . 本 节 先 介绍 
3 种 可 以 降 阶 的 二 阶 微分 方程 及 其 解法 ,然后 再 介绍 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 及 其 


7.3.1 yf(x) 弄 
此 类 方程 可 用 直接 积分 法 求解 . 第 一 次 积分 变 为 一 阶 微分 方程 
y =| /czydz+c， ， 
再 次 积分 得 
y= [Cf de tC drtC. 


例 16 质量 为 M 的 质点 受 力 的 作用 作 直 线 运动 ,如 果 所 受 的 力 与 时 间 成 正 
比 ,质点 的 初始 位 移 和 速度 均 为 零 , 求 质点 的 位 移 * 与 时 间 : 的 函数 关系 . 
解 ” 设 质点 在 时 间 : 的 位 移 为 "Cj). 据 题 意 列 出 方程 


ms = kt (k>0), 


即 


积分 得 
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再 次 积分 得 
5 一 区 2 十 Ci 十 Cr 
5(0)=0 , 
代入 初始 条 件 | 得 
CI 一 0， C,=0 
故 
k 


3 
sD)— pmt 。 


通过 直接 积分 法 求解 的 方法 亦 适用 于 高 阶 微分 方程 和 一 f(z). 很 显然 ,为 求 
通 解 y, 只 需 连 续 对 x 积分 % 次 . 
例 17 解 方程 和 一 sin2z. 
解 ” 对 工 积分 三 次 
= |sin2zdz 二 一 cos27 二 Cli， 
2 [[- 二 cos2z 十 Ci jaz 
一 一 本 sin2z 十 Cir 二 C,， 


y= |[- Tsin2z 十 Ciz 十 Ci dz 


1 
8 


cos2z 十 Sz 十 Csz 十 Cj. 
即 
?一 站 cos2z 十 Cr 十 Cr 十 Cu 


7,3.2 Flx,y’ ,》)= 二 0 型 


此 类 方程 的 特点 为 方程 中 不 显 含 y, 可 令 y= 二 P(r), 则 w=P', 原 方程 就 降 为 
一 阶 微分 方程 f(z ,P,P')==0, 按 一 阶 微分 方程 的 解法 ,可 解 得 
P=g(z,C)), 
即 
pz ,C1). 
再 积分 便 可 得 
y= |wzr,codz+ cx 
例 18 求 方程 (十 z?)y*=2zy' 满 足 初始 条 件 y(0) = 1,y(0) 一 3 的 特 解 . 
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解 令 y 一 P(z), 则 yy 一 入 , 原 方程 变 为 














即 
dP__2x d 
巨 一 [二 22dz. 
两 边 积分 得 
jn| 忆 [=In(1 十 z2) 十 lnCi， 
P=C(1+z’). 
即 
dy CC (1+z’) 
dr ~! To 
故 
y= ca + zi)dz 
一 Sz 十 Cr 十 CC: 
y(C0) 一 1 , 
代入 初始 条 件 | co 得 
CI 一 3， C2=1. 
所 求 的 特 解 为 
y= 二 ZX; 十 3z 十 1. 
例 19 解 (1 十 e*)y 十 一 0. 
解 令 yY=P(z), 原 方程 变 为 
(1 十 e)P 十 书 =0， 
dP  _P 
dr 1 二 +e”’ 
dP _ 1 ee” 
P = 一 了 地 edz = 一 5 十 jdz. 
两 边 积分 ,得 jn | 已 |=lnje- 十 1| 十 lnC，， 
P=Ci(e "+ 1). 
即 
dy sz 
dr™—Ce 十 1). 
故 


y=Ci(x—e 一 ) 十 C2 
7.3.3 FO,y ,yy )=0 型 


此 类 型 的 特点 为 方程 中 不 显 含 ,可 将 ”看 成 是 y 的 函数 , 令 y 二 Q(y), 由 于 
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y 是 z 的 函数 ,y 一 QC(y) 可 以 看 成 是 xz 的 复合 函数 y 一 Q[y(x)], 故 


»_dQ_dQ. dy QQ de 
yy dz dy 下 = dy 


原 方程 降 为 
Q R= f(y,Q). 
解 此 一 阶 微分 方程 ,得 
Q= py ,C1). 
即 
=p(y,C). 
故 
_dy 
re te 
原 方程 的 通 解 为 
dy _ 
| 有 =z+C: 
例 20 解 (y 一 1) 交 一 2y2. 
d 、 
解 令 y =Q(y) , 则 y=Q 竹 原 方程 变 为 
一 一 . dQ _ 2 
OY-D Qa =20.. 
当 Q 关 0 时 ,有 
d 2 
-i 
两 边 积分 ,得 ln|Q@|=2ln|y 一 1| 十 InC, 故 
和 一 CCy 一 1)2 
即 
Cy 1) 
分 离 变 量 , 得 
d 
OCdz, 
-Ct 


由 于 Gi,C， 为 任意 常数 , 即 - 二 -一 Cz 十 Ci, 故 


> Garett. 


当 Q=0 时 ,由 令 =0 得 y=C. 
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这 个 解 即 是 上 面 求 得 的 通 解 中 C:=0 的 情况 , 故 方程 的 解 为 


-1 
y= Ort tl 


例 21 求 方程 yy" 十 y ?==y 的 通 解 . 
解 设 y=Q0O), 则 y=Q 3 ,代入 原 方程 得 


当 Q 关 0 时 ， 


Q—1= 字 . 


则 


故 方 程 通 解 为 y—Ciln(yt+C1)=zr+t+C,. 当 Q 寺 0 时 ,YC1. 
7.3.4 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 


二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 形式 为 
十 py' 十 qy 二 0 《ps9 为 常数 ). 
从 方程 的 形式 想到 ; 若 令 y==e*, 则 y 一 Xe*,y" 二 Xze*, 代 入 原 方程 ,有 
(十 pA 二 gq)e* 二 0， 
即 
十 pA 十 gq 二 0 
这 个 关于 的 方程 叫做 原 方 程 的 特征 方程 (characteristic eguation ) ， 它 的 两 个 根 
4 有 3 种 情况 ,可 以 证 明 
1. 当 砚 尖 2 时 , 通 解 y=Cien*+Cyerr, 
2. 当头 = 时 , 通 解 3 一 (CI 十 Coz)enz. 
3, 当 4=a 土 Bi 时 , 通 解 y=e™ (CicosBzx+C,sinBz). 
和 例 22 求 微分 方程 4y" 一 4y 十 y==0 满足 初始 条 件 + 二 0 时 y 二 2,y 二 5 的 特 
解 ”该 方程 相应 的 特征 方程 为 
412 一 44 十 1 一 0. 
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解 得 
工 
A 二 二 2 . 
故 通 解 为 
y 一 (Ci 十 Caz)e2， 
因为 


y= LCief+Csei + 地 Corei, 


C=2， 
1 一 
2 Ci 十 C 一 5， 


代入 初始 条 件 ,得 


故 
C=2, C=4 
方程 的 特 解 为 
y=(2+4z)et. 
例 23 求 方程 y' 十 3y 十 2y=0 的 通 解 . 
解 ” 特 征 方程 为 
十 34 十 2 二 0， 
解 得 
站 一 一 1], 4 一 一 2， 
故 原 方程 的 特 解 为 
y 一 Ce 一 十 Cae -5 
例 24 求 方 程 y" 一 6y 十 10y==0 的 通 解 . 
解 ” 特 征 方程 为 
A 一 64 十 10 二 0， 
解 得 
机 二 3 十 1,As= 二 3 一 1， 
故 通 解 为 
yy 一 ear(Cicosz 十 Czsinz)， 
思考 题 


1. 求 二 阶 微分 方程 的 特 解 需 要 两 个 初始 作 件 ,那么 求 n 阶 微分 方程 的 特 解 震 
要 多 少 个 初始 条 件 ? 它们 的 形式 如 何 ? 

2. 形 如 azx?y" 十 bxy' 十 cy 二 0 的 方程 称 为 欧 拉 方程 , 令 工 一 et，, 试 将 该 方程 化 为 
自 变 重 为 上 的 关于 y 的 常 系数 线性 齐 次 方程 . 

3. 利用 上 题 结 果 求 解 方程 








zy 一 3zy' 十 5y 一 0. 
4. 常 系数 线性 齐 次 方程 的 解法 可 否 推广 到 蒜 阶 方程 y ”十 ay 十 
十 ao-13y 十 ay 一 0， 
5. 有 没有 其 他 确定 特 解 的 情况 ? 
6. 试用 降 阶 法 求 二 阶 方程 
yy 十 4xy' 十 (4Z2 十 2)y 一 0 


的 通 解 . 
7. 如 何 解 方程 正 (y ，, 罗 ) 一 0. 
1. 求 n 阶 微分 方程 的 特 解 需要 nn 个 初始 条 件 , 其 形式 为 
y (Xo0) = yo, 


y (Xx0) = yi, 


yD (r= yi. 
2. 由 Xx 二 e' 得 上 一 Inz, 则 








dy_dy,d_ldy 
dz di dz 过 dt， 
即 
dy_dy, 
qr dt 
又 
9 一 | 工时 | ldy, 1 ldy 
dz2 \zdil, rd zx xidt’ 
即 
dy dy dy 
di di dr， 
2 
名 -将 | dy 
od dl tog ty™0, 
即 
d? d 
a + G6-0)+cy=0. 
3. 令 Xz 二 e', 则 原 方程 灾 为 
dy ，dy 
di 4 dr + 5y=0. 
由 此 解 得 


3 一 ex (Cicost 十 Casinz )， 
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将 1 二 lnz 代入 并 考虑 x 二 0 的 情况 ,得 
y=x*(Cicosln|z| 二 Csinln |z|). 
4. 可 以 .其 特征 方程 和 解 的 形式 可 参阅 参考 文献 [1]. 
5. 有 的 ,许多 物理 问题 中 不 是 根据 初始 条 件 , 而 是 根据 在 区 间 端 点 的 值 来 求 徽 
分 方程 的 特 解 ,这 类 问题 称 为 边 值 问题 . 在 二 阶 方程 的 情况 下 ,对 区 间 (a,5) 的 边 值 
条 件 的 形式 为 
ay(a) 十 poy (a)= 4, 
xy) 十 DY (5)=B, 
其 中 aoya ypo,p 是 不 同时 为 震 的 已 知 常数 ,4A,B 为 已 知 常数 
目前 医学 中 许多 实际 问题 用 工程 学 方法 解决 ,因此 今后 或 许 会 遇 到 这 种 精 况 . 
6. 方程 可 变形 为 光 十 2zy' 十 2zy' 十 4z2y 十 2y 一 0, 即 
y 十 2zy 十 2y 十 27r(y 十 2zy) 一 0. 
观察 该 方程 的 特点 ,可 令 z& 一 多 十 2xy, 原 方程 变 为 


好 十 2zz 一 0. 
解 得 
z 一 Ce ， 
亦 即 
多 十 2zy 一 Cie- 
解 此 一 阶 线性 方程 得 


yy 一 (Cz 十 Cuz)er-z 
该 题 说 明 降 阶 的 方法 是 比较 灵活 的 ,不 限于 前 面 介绍 的 几 种 方法 ,可 视 方程 的 
特点 选择 变量 代 换 . 
7. 可 今 六 =P(z), 则 一 针 , 然 后 求解 , 亦 可 今 Y 一 Q(y), 则 y=@Q ,做 后 
求解 . 读者 可 视 方程 的 特点 灵活 选择 . 


1.4 拉 氏 变换 与 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 特 解 


读者 熟知 ,代数 中 通过 取 对 数 可 将 乘除 法 运算 简化 为 加 减法 运算 . 类 似 地 ,在 
微 积 分 中 , 拉 氏 变换 可 将 微 积分 运算 简化 为 代数 运算 ,从 而 使 线性 微分 方程 求解 变 
得 容易 . 
7.4.1 拉 氏 变换 

拉 兵 变换 (laplace transformation) 是 一 种 积分 变换 . 函数 2 一 (ti) 的 拉 氏 变换 
即 是 将 /oO) 乘 以 se, 再 对 上 从 0 到 十 ce 进行 积分 . 这 样 , 原 来 时 域 上 的 函数 At) 


经 变换 后 变 成 * 域 上 的 函数 (s) ,用 数学 式 可 如 下 表达 ， 
定义 1 设 函 数 /ti) , 当 t 芝 0 时 有 定义 , 且 对 于 参量 *, 积 
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| 7 Cf)e—"dz 
F(s) = | fe (7. 8) 


称 函 数 F(s) 为 f(z) 的 拉 氏 变换 ( 像 函 数 ) 记 为 FG) 二 LL[fG)j, 而 f() 则 称 为 
F (的 拉 氏 六 变换 (inverse laplace transformation) ( 像 原 函数 ), 记 为 f (1) = 





工 -1LRF(C)]， 
例 25 求 函 数 Fd)= 上 当 * 盖 0 时 的 拉 氏 变换 . 
解 L[t]= [ed 
0 
一 一 Tie-* ts 十 i e “dt 
$ $Jo 
= (> 0)， 


所 以 , 当 s>0 时 ,LL[ 纪 = 二 
用 同样 的 方法 可 以 求 得 , 当 =” 为 正 整数 时 


例 26 求 指数 函数 f(4)=e* 的 拉 氏 变换 (& 为 常数 ). 
解 ”L[e“] = [Ms 一 | ede， 
二 一 (5 一 下 六 _1] 
| e di = — E? 
所 以 
L[e”]=— i G>h). 
用 上 述 方法 可 以 求 出 许多 函数 的 拉 氏 变换 ,但 实际 工作 中 ,并 不 要 求 按 (7. 8) 
式 具 体 计算 ,可 直接 查 附录 二 . 


例如 Ae In4 
L[sinat]= ti, L- | 2 Fz |=sinar， 
Li [5 ]=eosar. 
7. 4.2 拉 氏 变换 的 性 质 


利用 积分 的 运算 性 质 , 可 以 证 明 拉 氏 变 换 的 下 述 性 质 ， 
(1) 线性 性 质 
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车 a,6 为 常数 ,LL 有 G2)] 二 C5),L[f2(2)]==Fs(s), 则 有 
L[afilt) + 6f2Ct)1= aLLfi 0)] + 6LLf2()] 
= CN) 十 obF,(s). 
例 27 求 L[2sint 一 5cost]. 


解 ” 因 为 L[sini] 一 二 HL[cos] 一 :5 , 故 


L[2sint— 5cost ]=2L[sint ]— 5L [cost] 


2 55 _ 2755 
十 1 3 十 1 5 十 1 





(2) 微 商 性 质 
若 L[fQ()]=F(s), 则 有 
LLAP (0)]=sF() ~ £00),; 
LLF”CG)]=sF(s)—sf(0)—f (0). 
依 此 类 推 , 有 
LLf™ (2) = $F() — sif(0) 一 sm fi(0) 一 … 一 Fo-D(0)， (7.9) 
由 微 商 的 性 质 可 知 ,一 个 函数 ji) 的 2 阶 导数 Fo (经 拉 氏 变换 得 到 一 个 以 ， 
为 变量 的 代数 式 , 于 是 , 导 函 数 的 运算 经 拉 氏 变换 化 为 代数 运算 . 下 面 , 利 用 以 上 两 
个 性 质 来 解 微分 方程 . 


7.4.3 ”用 拉 氏 变换 求 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 特 解 


dy 。 
例 28 | > 出 
y(0) 一 一 ] 四 


解 将 中 式 两 边 进行 拉 氏 变换 ,利用 线性 性质, 得 
L[ 旺 ]-Ly3=L[eo 


由 于 
L| 这 |= 民 [一 yo)， 
则 有 
sL[y]— vy(0) —L[Ly]=L[Le”], 
即 


Gs—DL[y]+1i=L[e”]. 
查 拉 氏 变换 表 得 (一 D)L[7]+1= 邯 


5 
—a 


LLy1= | 一 -1 一 


s—a (s— 1) 





_ lias 


Co 1)(G—a) 
现 要 求 查 拉 氏 变换 表 求 出 》, 因 表 中 没有 形 如 等 式 右边 的 像 函 数 , 故 将 等 式 右边 分 
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解 成 部 分 分 式 . 设 











i+ 2 
必须 
Als—a)+B(s—1)=1+a—s, 
邑 
A 二 B= 一 1， 
一 0a4 一 已 一 1 十 a， 
解 得 
4 一 一 2 B= 
故 
L[y]= a 1 十 1 1 











FE 
由 于 工 - | 二 ! |= ei |=e 


i 


s—a 








一 (e” 一 ae’). 
a 


由 上 例 知 ,用 拉 氏 变换 解 微分 方程 的 步骤 为 : 
(a) 对 方程 取 拉 氏 变换 得 关于 L[y] 的 代数 方程 ， 
(b) 解 此 代数 方程 得 LLy]; 
《c) 对 L[Lyj] 取 拉 氏 道 变换 ,得 方程 的 解 y. 

yy 二 +4y==sinzx 
例 29 ml 

y (0)=0 
解 ”将 人 中式 两 边 取 拉 氏 变换 ,得 

L[yJ 二 4L[yj]=L[Lsinz]. 


BOC 


利用 微 商 性 质 , 得 
siL[y]—sy(0)—y (9) 十 筷 [5 一天 
代入 加,@@ 得 
2 1. 
(s 十 4)L[y] 一 HT， 
即 


1 .1 
5 十 1 5 十 4 





LLy] = 
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故 方程 的 特 解 为 
= [FH 
Ls Eis (sz 2 十 4 = 


L- 
sinz 一 Tsinzz | 


sinxy 一 sin 2z. 


拉 氏 变换 只 适用 于 求 常 系数 线性 微分 方程 的 特 解 . 对 于 二 阶 常 系数 线性 非 齐 
次 方程 


ay’ 二 by 二 +cy = f(z) (7, 10) 
通常 先 求 出 相应 的 齐 次 方程 
a 多 十 by 十 cy 一 0 (7. 11) 
的 通 解 
Y=Ciyi 二 C2yz, 


然后 求 出 (7.10) 的 某 一 个 特 解 y* , 则 (7.10) 的 通 解 为 
?一 Cly1 十 Czyz 十 y” 9 
即 非 齐 次 方程 (7. 10) 的 通 解 等 于 其 相应 的 齐 次 方程 (7. 11) 的 通 解 加 上 方程 (7. 10) 
的 某 一 个 特 解 . 
例 29 中 ,相应 的 齐 次 方程 为 


y+4y=0， 
特征 方程 为 
| 她 十 4 一 0， 
解 得 
人 一 21 ,4 一 一 21. 

故 齐 次 方程 的 通 解 为 

YY 一 Clcos2z 十 Csin2z. 
加 上 前 面 所 求 得 的 特 解 

”一 于 sin 一 sin2z， 


故 非 齐 次 方程 的 通 解 为 


?一 Cicos2z 十 Cosin2z 十 二 sinz 一 二 sin2z 


由 于 Cs 是 任意 常数 ,将 Czsin2z 和 Asin2z 合 合并 成 一 项 得 


?一 Cicos2z 十 Cosin2z 十 二 sinz. 








1. 拉 氏 变换 除了 已 介绍 的 性 质 之 外 ,还 有 其 他 性 质 吗 ? 
2. 除了 拉 氏 变换 外 ,还 有 其 他 变换 吗 ? 

3, 不 是 常 条 数 线性 方程 能 不 能 用 拉 氏 变换 求 特 解 ? 

4. 求 常 系 数 线性 方程 的 特 解 还 有 其 他 方法 吗 ? 


1. 拉 氏 变换 是 一 种 特殊 的 数学 处 理 方法 , 除 了 已 介绍 的 性 质 外 还 有 许多 其 他 
性 质 , 故 在 工程 数学 ,特别 是 信号 处 理 中 用 得 很 多 . 医学 中 各 种 信号 (如 脑 电 图 、 心 
电 图 等 ) 都 可 采用 工程 数学 的 分 析 方 法 进行 分 析 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 信号 与 系统 
方面 的 专业 书 . 

2. 变换 方法 有 好 几 种 . 如 傅 氏 变换 (fourier transformation) .x 变换 等 . 

3. 不 能 . 这 是 由 拉 氏 变换 的 性 质 决 定 的 . 

4， 有 的 .常见 的 有 待定 系数 法 、 算 子 法 、 款 级 数 法 等 . 这 些 方法 各 有 特色 . 有 闪 
趣 的 读者 可 参阅 常 微分 方程 专业 书 ， 


7.5 一 阶 常 系 数 线性 微分 方程 组 


微分 方程 与 其 他 方程 一 样 ,可 由 几 个 不 同 未 知 函数 的 方程 联 立成 方程 组 . 解 方 
程 组 时 ,可 以 用 消去 某 些 未 知 函 数 的 方法 , 先 求 出 其 中 一 个 函数 ,再 求 其 他 函数 ,也 
可 用 拉 氏 变换 求 方程 的 特 解 ， 读者 可 视 具 体 情 况 选用 不 同 的 方法 

例 30 求 微分 方程 组 


至 -一 3z+y QO 
他 一 工 一 》 © 
满足 初始 条 件 x(0) 二 1,y(0) ==4 的 解 . 
解法 1 由 得 y= 学 十 3z， 
、 dy d? dz 
对 @ 两 边 求 导 ,得 史 一 9 十 3 年 . Q@ 
将 @ ,田代 入 加 ,得 


的 





dz 
2 十 3 dz 一 8z 一 (下 十 37)， 
即 








d2xz dz 
gz t4 di 5Zz 一 0 

此 方程 的 特征 方程 为 
人 2 十 414 一 5 一 0， 

解 得 四 一 一 5, 一 1, 故 
Cie “十 Coet ， 


将 + 和 学 代入 @@, 得 
》 王 一 5Cie™ ™ 十 Ce 十 3C1e”™ 十 3C2e: 


一 一 2Cle ”十 4Cye'. 
代入 初始 条 件 ,得 
CC=1, 
| 一 2C1 十 4C; 一 4. 
由 此 解 得 
Ci 一 0， 
a 
故 所 求 特 解 为 
工 一 ee 
| y= 4e'. 


解法 2 设 L[zj=X(s),L[yj]==Y(s) ,对 方程 组 取 拉 氏 变 换 得 
| 5X (5) — zx(0) =— 3X(s) + Ys), 
SsY(s) — y(0) = 8X(s) — Y(s)., 


代入 初始 条 件 得 
| sX(s) — 1=— 3X(s) + Y(s), 
sY(s) — 4 = 8X(s) — Y(s). 
解 此 方程 组 得 
XX(s) = 一 
YG) = -一 一 


查 拉 氏 变 换 表 ,得 所 求 的 特 解 为 
zO=LTLXCO]=-L | |=e, 


y=L YG) 1=L-! [|]=4e. 
例 31 解 微分 方程 组 
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= 3y— 27 © 
竺 一 27 一 工 © 
解 ” 先 消去 未 知 函 数 y; 由 名 得 
dz 
y= (gt) 电 
两 边 求 导 得 
dy_ 1 .dz dz 
dodrtd) 中 
将 轩 ,四 代入 由 得 
dx dz 
J 2 di t=0. 
此 方程 为 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 ,其 特征 方程 为 飞 一 24 十 1==0, 则 
4 一 1] ， 
通 解 为 
Z 一 (Ci 十 Cot)et © 
将 @ 代 入 图 ,得 
y=(2C1+ Cit 2Cat)e. 
故 方程 组 的 通 解 为 
工 一 《Ci 十 Cst)e', 
y 一 二 (2C, + Cs + 2Ci)e', 
d 
de oy 
d . 

例 32 解 全 十 z 一 sint 四 
Z(0) 一 @ 
y(0)=0 @ 

解 设 X(s)=L[LzC2)],Y(s)=L[y(1)], 将 方程 ,加 取 拉 氏 变 换 ,并 用 @,@ 

代入 ,得 
XO -YO = + 
X(s) 十 sY(s) 一 二 . 
解 以 上 方程 组 ,得 
一 5 5 | 
KO ONDETD+atit ey 
1 1 5 
Y()=—— 1 
MTDETD Frit 
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为 求 北 变换 ,将 上 两 式 右 端 展 为 部 分 分 式 , 则 有 


1F 1 1 s 
X(s) = ;++ 
5 


1 1 1 2 
Y=3 -t+ 


十 





(s? 二 7]， 











查 拉 氏 变换 表 , 得 
x(t) = LL [XG(s)|] = 六 Ce 十 2sint 十 cost 一 tcost)， 


y(t) 一 LILYG)] = 六 (一 e' — sint 十 cost 十 tsint), 


思考 题 


1. 有 其 他 方法 求 柱 民 地 变换 吗 ? 
2. 微分 方程 的 解 是 否 部 存在 ? 

3. 如 果实 际 问题 中 列 出 的 方程 无 法 用 已 学 的 方法 解 ,还 可 采用 哪些 方法 解决 ? 
4. 归纳 所 介绍 的 微分 方程 类 型 及 解法 . 


思考 题解 答 


1. 有 的 .但 是 要 用 到 复 变 函数 的 知识 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 参考 文献 [7]. 
2. 不 一 定 . 微分 方程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 .连续 性 是 对 方程 有 一 定 要 求 的 ,这 在 
微分 方程 专业 书 中 有 相应 的 定理 . 
3. 1) 采用 畦 级 数 解法 (参阅 8.3 节 ); 
2) 用 数值 解法 求 出 某 些 点 的 函数 近似 值 (参阅 数值 方法 方面 参考 书 或 参考 
文献 [1,3]). 
3) 不 解 方程 ,只 根据 方程 的 系数 ,用 定性 理论 讨论 方程 的 解 的 性 质 ( 和 参阅 微 
分 方程 定性 理论 方面 的 书 ). 
4. 略 . 


/6 微分 方程 在 医药 学 中 的 应 用 


在 前 面 几 节 中 ,介绍 了 解 微分 方程 的 一 些 基本 方法 . 用 微分 方程 描述 实际 过 
程 ,然后 求 出 其 解 , 以 反映 过 程 的 内 在 规律 ， 这 种 解决 问题 的 方法 称 为 建立 数学 模 
型 ,下面 ,我 们 先 介绍 一 些 有 关 数 学 模型 的 知识 ,然后 再 举 实例 . 


7.6.1 数学 模型 简介 


数学 模型 (mathematiical model) 是 指 反映 客观 事物 规律 所 包含 的 各 个 因素 之 
间 关 系 的 数学 表达 式 ( 等 式 . 图 像框 图 等 )， 它 描述 了 客观 事物 的 特征 及 其 内 在 联 
系 . 建立 数学 模型 实际 上 就 是 收集 数据 并 将 数据 进行 数学 处 理 的 过 程 . 有 了 数学 模 
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型 , 便 可 以 用 数学 计算 或 数学 推理 方法 ,对 客观 过 程 从 定性 分 析 发 展 为 定量 研究 ， 
从 而 更 深入 地 了 解 事 物 变化 的 特点 、 变 化 趋势 等 客观 规律 . 

数学 模型 可 按 不 同 的 方式 进行 分 类 , 按 变 量 性 质 来 分 ,可 分 为 确定 性 模型 和 随 
机 性 模型 ; 按 研究 的 方法 来 分 ,可 分 为 初等 模型 、 微 分 方程 模型 .运筹 模型 .概率 模 
型 等 ; 按 研究 对 象 所 在 的 领域 分 ,可 分 为 经 济 模型 .生态 模型 、 人 口 模型 、 药 动 学 模 
型 等 .还 有 其 他 分 类 方法 ,这 里 就 不 一 一 列举 了 . 


7.6.2 建 模 时 注意 的 问题 


有 人 说 ,数学 模型 是 应 用 数学 的 艺术 . 建立 数学 模型 就 像 掌握 艺术 那样 ,并 非 
那么 容易 也 没有 普遍 适用 的 方法 和 技巧 ,在 此 只 强调 两 个 必须 注意 的 问题 . 

(1) 明确 目的 ,选择 主要 因素 

人 体 是 一 种 特殊 的 机 器 , 它 所 包含 的 “零件 ?如 宇宙 包含 万 物 那样 错综复杂 , 变 
化 多 端 ,并 与 宇宙 之 万 物 有 干 丝 万 继 的 联系 . 建 模 时 往往 能 分 析出 诸多 因素 ,例如 
研究 某 种 传染 病 的 传播 ,其 中 需 分 析 的 因素 有 疾病 的 传染 力 、 潜 伏 期 人群 的 密度 、 
人 群 的 流动 性 .年 龄 ,人群 中 各 个 体 的 免疫 力 、 患 病 者 的 死亡 率 .病人 的 隔离 条 件 、 
反复 感染 的 可 能 性 ,流行 季节 的 气温 等 . 若 将 这 么 多 因素 都 考虑 进去 , 且 不 说 其 工 
作 量 之 大 的 困难 ,就 算 花 了 九 牛 二 虎 之 力 建 立 了 模型 ,也 不 一 定 能 明确 地 反映 其 中 
的 规律 性 ,因此 必须 对 问题 加 以 简化 ,从 不 同 的 侧面 来 分 析 所 需 考虑 的 因素 , 爹 掉 
次 要 因素 ,这 样 既 容 易 建 立 模型 ,又 能 使 所 建立 的 模型 反映 本 质 的 规律 . 当然 同一 
个 对 象 ,由 于 所 考虑 的 侧面 不 同 ,可 以 建立 不 同 的 数学 模型 ,例如 研究 传染 病 的 传 
播 规律 ,如 果 只 考虑 其 与 年 龄 的 关系 ,那么 就 必须 把 年 龄 等 因素 作为 主要 因素 ,可 
以 会 掉 一 些 其 他 因素 .如果 考虑 其 与 人 口 密度 的 关系 ,那么 就 必须 把 人 口 密度 等 天 
素 作为 主要 因素 而 可 以 忽略 一 些 次 要 因素 ,这 样 建立 的 模型 能 简洁 明了 地 反映 出 
规律 内 在 联系 的 本 质 . 

(2) 模型 需 评估 和 修改 

由 于 建 模 过 程 中 简化 了 假设 , 舍 掉 了 一 些 可 以 忽略 或 暂 不 考虑 的 因素 ,所 以 ， 
建立 的 模型 是 否 反映 了 客观 实际 ,需要 加 以 评估 . 如 果 此 模型 计算 出 来 的 理论 数值 
与 实际 观察 的 数值 较为 吻合 ,理论 上 的 推理 符合 客观 实际 并 对 客观 实际 有 指导 意 
文 , 则 建立 的 模型 是 成 功 的 ,如 果 理 论 值 与 实测 值 差别 太 大 ,推理 不 符合 客观 规律 ， 
则 模型 是 失败 的 ， 这 时 对 实际 问题 所 作 的 简化 及 所 选择 的 主 次 因素 要 重新 加 以 分 
析 并 建立 修改 模型 . 

建立 数学 模型 的 步骤 大 致 归纳 为 ， 

1) 观察 .收集 .分 析 所 研究 对 象 的 有 关 数 据 ; 

2) 简化 假设 ,确定 主要 因素 及 相互 关系 ; 

3) 建立 模型 并 求解 模型 ; 

4) 评估 模型 .修改 模型 ,使 之 符合 实际 . 
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7.6.3 应 用 实例 
下 面 介 绍 几 个 微分 方程 的 模型 ,希望 读者 从 中 得 到 启发 ,学 会 一 种 有 效 的 研究 
方法 . 
例 33 生物 自然 增长 的 数学 模型 . 
解 设 NQ) 为 生物 总 数 ,n 为 出 生 率 ,m 为 死亡 率 , 则 
dN 
dt 
我 们 先 假设 xr,n 均 为 常数 ,n 一 m= 二 k(% 之 0), 则 (7. 12) 式 变 为 


dN 
df 一 AN， 


一 AN 一 mmN==(2 一 M)N， (7. 12) 





解 得 
N = Ce*, 

这 个 模型 是 否 符合 实际 呢 ? 从 表达 式 可 知 N 随时 间 : 的 增长 将 无 限制 增长 ,这 
显然 不 符合 生物 增长 的 实际 情况 . 于 是 我 们 修改 模型 ,重新 考虑 所 简化 的 假设 Cm， 
n 均 为 常数 ). 事实 上 , 当 自 然 资源 丰富 ,生物 生存 条 件 较 好 时 ,出 生 率 增加 ,死亡 率 
减少 ;在 该 生物 总 数 过 多 资源 不 足 的 情况 下 ,出 生 率 减 小 而 死亡 率 增加 , 亦 即 m,n 
为 六 的 函数 ,假定 从 以 往 实际 资料 分 析 知 

2 一 4 一 ONV， 


m 二 十 gqN( 常 数 a,6,p,q > 0)， 
则 
n—m= (a— pp)— C+aoON 


= G+ —N|=4(h 一 N)， 


其 中 4 一 十 9 一人 ,于 是 方程 (7. 12) 变 为 


dN 
dr = klh— NN. 


解 此 方程 得 


dN 


NG — Ny ~ «dt, 


去 [ 广 十 六 





av 一 Adt， 


N 
太一 一 At 十 Cu 





第 7 章 微分 方程 .211， 








如 果 当 t=to 时 ,N= 二 No, 有 








N= 


Ah—N ， 
1 十 一 


一 h(t ) 
e 0 
No 


其 图 像 为 $ 形 曲线 (图 7. 3) , 称 为 logistic 曲线 . 





分 析 模 型 (7. 14) : 

Ga) 当 1> 十 oo 时 ,N 一 h, 称 = 于 为 生物 总 数 的 极限 . 
& 一 0 十 9 为 生命 系数 ,k 值 越 小 则 hh 值 越 大 . 

(b) 由 于 时 一 kCh 一 N)N=kChN 一 N?), 故 


dz , 
= [CN 一 N’)], 
dN 
一 &A( 一 2N) dr 
dN 
当 dz2 一 0 时 ,有 
h—2N=0, N=2. 


A ,dN dN,, 
因此 , 当 N< 了 时 ,2 之 0 是 递增 的 ; 


(7. 13) 


(7. 14) 
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当 N> 2 时 ,q 全 一 0, 富 是 递减 的 . 
Ed MN=0 
这 表明 生物 总 数 达到 其 极限 值 一 半 以 前 的 时 期 是 加 速生 长 时 期 ,过 了 极限 值 
一 半 以 后 的 时 期 是 减速 生长 时 期 ,最 后 生长 速度 趋 于 零 . 


(c) 有 人 对 美国 人 口 加 以 统计 ,在 1950 年 .1960 年 和 1970 年 人 口 总 数 分 别 为 
15227 万 .18068 万 和 20488 万 ,将 这 3 个 数据 代入 (7. 13) 式 ,其 中 心 =1950, 则 有 














hkdseo~1950 — (hh — 15227) 。 18068 个 
15227(h — 18068) 
e1970~1950) -一 (h — 15227) ， 20488 加 
15227(h — 20488) 
将 中 式 两 边 平方 即 等 于 @@ 式 ， 
| 18958 Ch—15227) | 20488(h—15227) 
15227(h—18068) 15227(h— 20488) 
解 此 方程 ,得 
h=26646. 
故 
kh=0.045715. 
据 (7. 14) 式 
NC1980)= 1 十 0. 78 全。 45715(1980™ 1950) 
二 22386 万 ， 


以 上 结果 表明 ,由 模型 预测 1980 年 美国 人 口 为 22386 万 , 实际 上 美国 在 1980 
年 人 口 普查 数字 为 22650 万 , 比 预 测 多 264 万 ,相对 误差 仅 1. 2%. 说 明 对 第 一 次 简 
化 假设 进行 修改 后 ,第 二 次 建立 的 模型 经 评估 ,理论 值 与 实测 值 相差 不 大 ,模型 是 
成 功 的 . 

例 34 药物 动力 学 中 的 血 药 浓度 一 室 模型 . 

解 ” 在 分 析 血 药 浓度 时 ,要 考虑 3 方面 的 因素 ， 

(a) 药物 吸收 速度 ; 

(b) 药物 在 体内 的 分 布 , 如 将 肌体 看 成 同 质 单元 , 则 称 药物 为 一 室 分 布 ;如 考 
上 处 药 物 进 入 体内 不 同系 统 , 则 称 药物 为 两 房 室 分 布 或 多 房 室 分 布 ， 1 

(c) 药物 消除 速度 . 

以 下 假设 药物 为 一 室 分 布 , 且 消 除 为 一 级 过 程 , 即 药物 消除 速度 与 当时 体内 药 
量 成 正比 ,从 进 药方 式 的 3 种 不 同情 况 研究 血 药 浓 度 一 室 模 型 . 

设 时 刻 上 体内 药 量 为 z(1) ,药物 分 布 容积 为 V. 

a) 静脉 注射 . 

设 一 次 剂量 为 D, 即 z(0)=D, 由 于 药物 为 一 级 消除 ,有 

dz 


di kr 
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其 中 A>0 为 消除 速率 常数 , 负 号 表示 药 量 > 随时 间 z 的 增加 而 减少 . 解 此 微分 方 
程 , 得 
X=Cle™* (Ci 为 任意 常数 )， 
代入 初始 条 件 xz(0) 二 DD, 得 
z=De™*. 
两 边 除 以 V ,得 所 建 的 血 药 浓度 C 的 一 室 模型 为 
C 一 Coe *, 


其 中 C= 多 . 

分 析 此 模型 ,由 于 血 药 浓度 随时 间 的 增加 而 下 降 , 临 床上 为 达到 一 定 的 治疗 效 
果 , 需 要 求 出 药物 半衰期 ,从 而 确定 给 药 时 间 间 隔 . 药物 半衰期 即 为 药物 浓度 降低 
为 初始 浓度 的 一 半 所 需 的 时 间 , 由 


C 
2 =Coe™” 
解 得 

eH 
2 9» 

=In =In2=!82, 

2 lge 
1 一 lg2 0 693 
0. 4343k k 


如 果 再 次 注射 药 量 马 , 药 物 浓度 又 会 增加 ,多 次 注射 , 则 浓度 呈 波 形变 化 . 
b) 静脉 滴 注 
设 单位 时 间 内 药物 滴 入 量 为 1, 则 可 建立 以 下 的 微分 方程 


1hz, Xx(0)=0. 


解 此 方程 得 


dz 
T—kzx 


I—kr=Cle™*, 





一 dt， 


xz 一 Ce 十 蕊 . 
代入 初始 条 件 <(0) 二 0, 得 
了 一 好 
Z 一 到 (1 一 e ). 
两 边 除 以 V ,得 
CO= 交 Ge- 
分 析 此 模型 , 血 药 浓度 开始 时 为 0, 随 时 间 的 增加 而 逐渐 增 大 , 当 1 一 oo 时 ,C 一 
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均 ' 即 药物 浓度 稳定 在 喜 这 个 水 平 ,此 浓度 称 为 稳 态 浓度 . 临床 上 根据 药物 的 性 


能 ,选择 不 同 的 7, 使 得 血 药 浓度 达到 最 佳 治 疗效 果 , 又 无 毒性 反应 . 由 于 静脉 滴 注 
能 使 药物 在 体内 的 浓度 保持 一 定 , 而 静脉 注射 的 血 药 浓 度 有 一 定 波动 . 由 此 便 可 理 
解 ,为 什么 有 时 用 同样 的 药物 治疗 ,静脉 滴 注 效果 好 且 毒 副作用 小 . 

c) 口服 或 肌肉 注射 

设 : 一 0 时 ,口服 或 肌 注 的 药 量 为 D,x。 表示 吸收 部 位 的 药 量 . 由 于 药物 不 一 定 
全 部 吸收 ,假设 吸收 分 数 ( 生 物 利用 度 ) 为 , 则 z=0 时 ,za《0) 二 FD, 吸 收 部 位 的 药 
量 逐 步 进 入 体内 ,其 减少 的 速度 为 一 级 过 程 


dre __, 
dt 一 aa (7. 15) 


体内 的 药 量 x 不 断 增加 ,其 增加 的 速率 即 为 吸收 部 分 药 量 zx, 的 减少 速率 . 同 
时 ,体内 药 量 z 又 按 一 级 消除 速率 减少 . 故 z 满足 的 方程 为 


dz 
| Co (7. 16) 
Z(0) 一 0 ， 
对 方程 (7. 15) 和 (7. 16) 取 拉 氏 变换 ,并 代入 初始 条 件 , 得 
(7 
sL[z]—0=&kL[zx,]—kL[z]. 
即 
上 
4Gs 十 4)L[Lz] 一 AL[zo]， 


F 
L[z]= 
kL[ x, ] FDE 
L = 
Lr]= (s 4 hs + ky 
_ FD l{_l1 1 








一 AS 十 有 sk/): 
查 拉 氏 变换 表 , 得 








Z() 一 2 (e *— eh:) 
X(t) FDE, 四 _ 
CO 一 = VED “ — eh'). (7. 17) 
分 析 此 模型 ,由 于 
dC 
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__1 k 
i En 
代入 (7.17) 式 ,得 血 药 浓度 C 的 最 大 值 
&。 FD 一 好 kim 
Cmax = VK) (e e ). (7. 18) 
利用 (一 ke 十 hoe-%m) 二 0, 即 ehm 二 二 em,(7.18) 式 可 简化 为 


医学 中 称 Cu 为 峰 浓 度 ,i 为 达 峰 时 间 . 
根据 (7. 17), 可 作出 血 药 浓度 C 随时 间 : 的 变化 曲线 ,简称 C- 曲线 (图 7. 4). 
在 药物 动力 学 中 ,C-t 曲线 下 的 总 面积 4UC 反映 药物 最 终 被 吸收 的 完全 程度 . 
由 (7. 17) 得 





一 +™ kaFD 一 好 kt 
AUC= | Coda=)| hee td 
kFD 1 二 ) - FD 
™ Vs —h) Vk 


可 见 ,口服 或 肌 注 时 ,在 一 定 剂量 DD 下 ， 
AUC 与 吸收 分 数 下 成 正比 ,与 消除 速率 常数 
成 反比 . 对 于 静脉 注射 和 静脉 滴 注 可 用 同样 方 ce“| 一 一 
法 作出 C- 曲线 ,计算 AUC. 

例 35 神经 兴奋 模型 

根据 Blair 神经 兴奋 理论 ,在 对 神经 施行 电 0 各 
刺激 时 ,兴奋 离子 向 阴极 移动 ,阴极 附近 离子 法 图 7.4 
度 C 增加 的 速率 与 所 加 的 电压 Y 成 正比 , 同 
时 , 随 着 浓度 的 增加 ,离子 要 扩散 ,其 扩散 速度 与 浓度 差 (C 一 Cu) 成 正比 ,此 处 Cv 表 
示 离 子 的 正常 浓度 ,由 此 可 建立 以 下 微分 方程 


hy ks(C— Co) (ki ,ks 为 常数 ). (7. 19) 







令 e=C 一 Co, 则 侍候 ,方程 (7. 19) 可 简化 为 
年 一 7 一 As . 
此 方程 为 可 分 离 变 量 型 ,可 解 得 
se CO 一 外 7 (1—e-%). 
分 析 此 模型 ,e(z) 为 增 函数 ， 


je 
lime (DRY . 
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这 表明 经 足够 长 的 时 间 后 ,神经 兴奋 达到 稳定 状态 ,e 的 稳定 什 为 名 V. 


要 产生 神经 兴奋 ,表明 必须 超过 某 一 阐 值 4, 即 要 求 
& 


已 
bh 了 之 大 和 


以 上 结果 说 明 为 了 产生 兴奋 ,外 加 电压 Y 所 需 的 最 小 值 为 各 
例 36 传染 病 模型 


前 面 已 经 提 到 过 传染 病 的 传播 与 多 种 因素 有 关 , 在 讨论 时 ,很 难 将 所 有 因素 同 
时 考虑 . 在 此 只 介绍 两 种 根据 实际 许可 作出 某 些 假设 后 所 建立 的 传染 病 模型 ， 

1) 无 移 除 的 简单 流行 病 学 模型 ” 当 人 口 流 动 不 大 时 ,忽略 流动 因素 , 设 人 口 
总 数 为 常数 N. 又 设 在 时 间 上 的 易 感 人 数 ( 未 曾 得 病 的 人 数 ) 为 $, 该 人 群 中 各 成 员 
之 间 的 接触 是 均匀 的 ,疾病 有 高 度 传染 力 , 但 尚未 严重 到 发 生死 亡 或 需要 隔离 的 程 


度 , 易 感染 者 转化 成 感染 才 的 变化 率 旦 与 当时 的 易 感 人 数 S 和 感染 人 数 了 的 乘积 


成 正比 (8>0, 为 比例 系数 ). 则 建立 的 模型 方程 为 


衬 --psC 一 5). 
初始 条 件 S(0)=N 一 1( 只 有 一 个 已 感染 ). 解 此 方程 得 
二 | 工 1 
BB+)ds——pd. 


两 边 积 分 得 





1 S 
in 六-5 一 一 Bt 十 C， 


一 一 一 NE 
一 一 (Ce . 
_S 一 CNe 
Ns™N—l)e 9 
CN=D -om 
_NCN-1) 


“一 N=1 二 es 


(7. 20) 


在 实践 中 ,人 们 常常 对 流行 曲线 更 感 兴趣 (图 7. 5) ,该 曲线 给 出 新 病例 发 生 的 


速率 持 . 因为 T=N 一 $, 故 


dl dS _BN — 1 )JV2epN 
di dt [CN—1) + em 





(7. 21) 
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虹 的 极 大 值 即 为 最 高 发 病 率 ,为 此 我 们 对 时 再 





求 一 次 导 , 得 
d27 [CN—1)—e™ P(N— 1 New™ 
dt? [CN 一 1 十 et 了 
d27 _ 
入 一 1 一 epv 
_ ln(N—1) 
mT BN * 


将 1 代入 (7. 21) 得 





[到 = 全 , 即 最 高 发 病 率 为 人 
2) 流行 病 学 阔 模 型 在 讨论 此 种 模型 时 , 假 图 7.5 
设 的 条 件 与 前 一 种 不 同 , 即 是 易 感 者 从 易 感 者 类 $ 转 入 感染 类 了 ,然后 进入 移 除 类 
R, 亦 就 是 说 串 过 此 种 病 的 人 或 患 病 至 死 或 病 愈 后 获得 永久 性 免疫 , 则 
N=T 十 RTS 即 I=N 一 S 一 R， 
dl dS dR 


dt di de’ 
dS dR a 
而 市 一 一 BST, ;二 77( 比 例 常数 7 之 0), 故 得 微分 方程 组 


dl 
= BSI— YI1, © 
dR _ 
= 四 
初始 条 件 为 
S(0)=50>0, 
1(0)=1,>0,， 
R(0)=0. 


此 方程 组 称 为 kermack-mckendrick 方程 ,其 中 8 为 感染 率 ,7 为 移 除 率 ,o==7/B 称 
为 相对 移 除 率 ,由 @ 知 ,So<p 时 


d7 
dz 





<o. 


t=0 


又 5 为 减 函数 , 故 SC()<&So. 笠 恒 小 于 0, 即 感染 人 数 不 断 减少 ,疾病 不 发 生 流行 . 
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d7 、 

同时 可 知 , 当 Su>o 时 ,党 恒 大 于 零 , 即 感染 人 数 不 断 增加 当 5,=p 时 ,学 =0. 这 
说 明 p 是 一 个 临界 值 , 初 始 易 感人 数 超过 此 值 时 ,疾病 才 会 发 生 流行 这 就 是 一 种 
阐 现 象 , 当 5 二 p,7 达到 极 大 值 , 即 5S 一方 时 ,感染 人 数 达 到 高 峰 . 

例 37 肿瘤 生长 模型 

在 研究 肿瘤 的 生长 规律 时 ,不 同类 型 的 肿瘤 在 不 同 环境 中 ,其 生长 速率 不 同 ， 
设 7 表示 在 时 间 * 肿瘤 的 体积 (重量 或 细胞 个 数 ),V 的 增长 速度 与 当时 的 Y 值 成 
正比 (比例 系数 为 如 ,但 大 值 是 个 减 函数 ,其 减 小 的 速度 与 当时 的 大 值 成 正比 ,可 建 
立方 程 


各 = 一 ok (a 为 常数 ,a > 0). 


解 此 方程 ,由 @ 得 


k= Ae™™. @ 
其 中 4 表示 0 时 的 & 值 .将 @@ 代 入 @ ,得 
dV 


下 一 de 


解 得 


lnV =— ee« 二 CC. 
将 初始 条 件 V(0)==V。 代入 得 
C=iny, 十 么 . 
a 
故 
V=Voet (1—e-"). 
此 函数 称 为 描述 肿瘤 生长 规律 的 高 姆 拍 蒋 函 数 . 
以 上 介绍 的 几 种 模型 除了 其 医学 意义 之 外 ,更 主要 的 是 介绍 建 模 及 运用 所 建 
立 模型 进行 推理 的 方法 . 如 果 读 者 能 在 处 理 实际 问题 中 ,建立 合适 的 数学 模型 进行 
定量 分 析 , 那 就 是 我 们 教材 的 成 功 之 处 ,也 是 我 们 的 最 大 欣慰 . 


1. 在 静脉 注射 一 室 模型 中 ,如 果 在 时 间 工 后 ,第 二 次 注射 药 量 为 万 ,那么 体内 
血 药 浓度 的 变化 规律 将 怎样 ? 
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2. 上 题 中 如 果 经 郊 次 注射 , 血 药 浓度 的 变化 规律 将 怎样 ? 
3, 药 动 学 模型 中 ,怎么 知道 某 种 药物 为 一 宝 模型 还 是 二 室 模型 ?模型 中 的 能 
否 确定 ? 


4. 为 什么 有 些 传染 病 模型 可 以 用 化 学 反应 中 的 催化 模型 来 建立 ? 
思考 题解 答 


1. 第 一 次 注射 后 , 血 药 浓度 的 变化 规律 为 
C(t) = Coe* (GC, 一 
经 过 时 间 tr, 体 内 血 药 液 度 为 


<IS 


). 


Ci(r) = Coe™™*. 
再 注入 药 量 中 , 血 药 浓度 增加 天 一 Co. 即 第 二 次 注入 后 初始 浓度 为 Cue-e 十 Ci 一 
Coll1 十 e “), 据 第 一 次 注射 后 血 药 浓度 的 讨论 方法 可 知 ,此 后 的 血 药 浓度 变化 规律 
为 
C(t) 一 Coll 十 e@ te *, 
2. 由 上 题 讨 论 可 知 ,经 次 注射 , 血 药 液 度 的 变化 规律 为 
Ct)= Coll 十 e “十 e -和 十 十 eeTDre 





三 Co 1 ete ? 
其 中 zt 是 从 第 nn 次 注射 时 齐 算 起 的 时 间 , 由 此 可 推断 ， 
一 rr 
(1) limC,(#) =—limC, ee 
一 赵 
一 Co Ts 
(2) 对 0 委 : 委 = (2 充分 大 后 )， 
Ce 
Crmax = 1 有 @—hr? 
时 Coe 
Crin 一 1 _ er 


(3) 若 已 知 某 种 药物 的 排除 速率 有 ,表现 分 布 容积 VV ,临床 上 的 有 效 血 药 浓度 C 
及 给 药 时间 问 了 丙 r, 则 每 次 注射 剂量 万 可 以 计算 如 下 ;由 
Coe 一 所 De~-* 


C= 一 
1 一 ee 人 VC 一 ee)， 





D= CYV(e* — 1). 
3. 药物 在 体内 的 房 室 分 布 可 按 脏 器 分 ,也 可 按 生 理 条 统 分 ,这 是 由 药物 的 特 
性 来 分 析 的 ， 另 一 方面 ,可 以 在 时 刻 ts to on 测定 血 药 波 度 C(t1), C(ts), 四 
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C(t)， 以 t 和 C(t) 为 坐标 轴 , 作 出 C- 曲线 的 草图 ,由 C-t 曲线 的 形状 来 确定 药物 
分 市 有 几 个 房 室 . 

系数 下 可 由 CC- 曲线 近似 计算 . 有 兴趣 的 读者 请 参阅 参考 文献 [4], 

4. 数学 模型 是 对 大 自然 各 种 现象 的 高 度 机 象 . 物理 、 化学、 生物 、 医 学 等 不 同 领 
域 , 其 研究 的 现象 不 同 , 但 从 数量 规律 来 说 具有 相同 之 处 ,各 学 科 之 间 可 以 彼此 借 
鉴 .从 科研 方法 来 说 , 称 为 移植 法 . 因此 化 学 反应 中 的 催化 模型 用 于 研究 某 些 传染 
病 的 模型 也 是 常理 . 相信 数学 模型 的 强大 生命 力 必 将 使 生命 和 补 学 的 发 展 产 生 巨 大 
飞跃 . 
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1. 指出 下 列 微分 方程 的 阶 数 : 


dy_ (dy,s 一 


(2) (y ?十 5Cy )' 一 十 二 0. 
2. 试验 证 下 列 函 数 均 为 方程 和 十 w?y 一 0 的 解 w> 0, 常 数 ). 且 指出 哪些 是 通 
解 ,哪些 是 特 解 ;哪些 既 非 通 解 ,又 非特 解 


(1) y=coswz; 
(2) y=Cicoswz (C1 是 任意 常数 ); 
(3) y 一 Sinwz; 
(4) y 一 Casinwz ”Cs 是 任意 常数 ); 
(5) y=Cicoswz+C2sinwz 

(C1,Cz 是 相互 独立 的 任意 常数 ); 
(6) y= Asin(wz+B) 

(4,B 是 相互 独立 的 任意 常数 ). 

3. 求 下 列 微 分 方程 的 通 解 ; 

(1) zy ~ ylny=0; 
(2) zsecydz+ (z+1)dy=0; 
(3) (zxy’+zx)dz++(y—zx’y)dy=0; 
cd lt 

dx zy 十 Z3y 


-之 1] ~ _ 了 1 一 0， 
(5) 1+yd” +zdy 0; 


(6) sec2zztanydz 十 seczytanzdy 一 0. 


4. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 


。 De (2) y =e” >», ydz 十 (z 十 1)dy= 一 0， 
|--#=e; y|:-o=0; (0)=1; 
cotzdy 一 cotydz， 
(4) 
oe 
5， 解 下 列 微 分 方程 ， 


d _ 
(1) 衬 = 涯 +tan 之 (提示 : 令 y=uz); 


d 
(2) T= (z+y)? (提示 ; 令 (z 十 y)==); 
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(3) ZXy' 十 y 二 2 入 XYy (提示 ;: 令 u= 7xy); 


_ 1 
(4) y =z stl (提示 : 令 w= 二 二 > 


6， 解 下 列 一 阶 线性 微分 方程 和 贝 努 里 方程 : 
(1) 水 十 ycosz 一 ez; 
(2) zy 十 y 一 ef 一 0,y(1) 一 0; 
(3) zy 十 y 一 2 十 3z 十 2; 
(4) zy 十 (1 一 ZJ)y 一 e2; 
d 、 
(5) 辽 一 全 ?一 ez (Cn 为 常数 )， 
(6) = scostt sing 
(7) y'—ytanz=secr,y(0)=0; 
d _ 
(8) 和 十 zy 一 ao (提示 : 令 = 一 四 一 2); 
d 4 3 _. 
(9) = (提示 : 令 = 一 y); 
(10) (ylnz 一 2?ydz 一 zdy (提示 : 令 zx 一 y 1)， 
7. 解 下 列 二 阶 及 三 阶 微分 方程 
(1) 多 十 z 一 0 
(2) 光一 er 一 sinz 一 0; 
(3) (lz )y’—27ry =0; 
dz 1 dz 


di sintdz; 


ni 1 让 
一 0， 


(1)=2, y' (1)=1; 
(6) y=y 二 xz; 


y= (y)’, 
(7) po 
y (0)=1; 
(8) yy"=a (a>0); 
(9) y=1+ (Cy )’; 
(10) y’tany=2(y)?; 
y/y 一 2yy AL 十 办)， 
(11) | 


(4) 


y(0)=0, 
y (0)=1. 
8. 解 下 列 二 阶 常 系数 齐 次 线性 方程 和 欧 拉 方程 ， 


(1) 光一 2 一 0; 
(2) 多 十 6y' 十 13y 一 0; 





(3) 9y"—6y 十 y 一 0; 

y "十 y 一 0， 
(4) | 

y (0)=1; 
多 十 4 十 3y 一 0， 
2(0) 一 6,y (0)=10; 
(6) zy 一 4zy 十 6y 一 0 (提示; 令 r=e'); 
(7) zy" 十 xy' 十 y 二 0 〈 提 示 :; 令 并 


© | 


. 求 下 列 函数 的 拉 氏 变换 . 


(1) f()=3e *, 
(2) GD 一刀; 


(3) f (1) =sin pE 
(4) f(1)=sinteost; 

(5) f (4)=3t—te’; 

(6) f (4) 一 te“ 

(7) f (1)= 5sin2t— 3cos2t; 








3， 0<L<2, 
(8) f()=1 1, 2&t<4, 
0， 之 4. 
10, 求 下 列 范 数 的 拉 氏 道 变换 ， 
_ -5 
GD) F() = 
-1 
(2) F(T TD’ 
3 
(3) F() = 
C4) FO) = 
利用 拉 氏 变换 求 下 列 方程 的 特 解 ， 


11. 


12. 


(1) y 十 y= 二 3e*, X= 二 0 时 y 一 0. 
Pe 
y(0)=0, y' (0)=1; 

y 十 2y 十 5y= 一 3e-zsinz， 

(0)=0, y'(0)=1; 

C4) tte), 
y(0)=y (0)=0. 

解 下 列 微分 方程 组 ， 


2Z 十 ?一 0， (0) 
2 十 多 一 0 一 1,y(0) 一 一 1; 


| 


| 














(3) ti 一 0 时 ,z 一 0,y 一 1; 


(4) 7X(1)=e,y(l1)=2. 
一， 

13. 一 曲线 通过 点 (1,0) ,该 曲线 上 任意 点 M(z,y) 处 切线 斜率 为 x?, 求 曲线 的 
方程 

14. 放射 性 元 素 镭 的 衰变 速度 与 镭 的 存在 量 R 成 正比 ,经 测定 镭 的 半衰期 为 
1600 年 , 设 原始 量 为 R。, 试 求 镭 所 存在 的 量 R 与 时 间 + 的 函数 关系 . 

15. 已 知 在 一 定 条 件 下 可 以 认为 ,伞兵 降落 过 程 中 所 受阻 力 与 当时 下 降 的 速 
率 成 正比 . 一 个 伞兵 于 t=0 时 从 飞机 上 降落 , 求 降落 速率 Y 和 时 间 1 之 间 的 函数 关 

16. 有 一 药物 溶液 ,在 制 成 时 每 毫升 含有 主 药 500 单位 ,经 40 天 后 分 析 , 减 为 
300 单位 . 假如 该 药 的 分 解 服从 一 级 速率 过 程 . 问 分 解 到 原 有 浓度 一 半 需 经 过 多 少 
天 ? 假如 分 解 了 30% 即 属 无 效 , 它 的 有 效 期 是 多 少 天 ? 

17. 某 药 做 静脉 注射 后 , 血 药 浓度 的 下 降 是 一 级 速率 过 程 ,第 一 剂 注射 后 1 小 
时 , 测 得 血 药 浓度 为 初始 浓度 的 ~ 要 使 血 药 浓度 不 低 于 初始 浓度 的 一 半 , 需 隔 
多 少时 间 做 第 二 次 注射 ? 

18. 研究 血液 中 的 血红 细胞 对 天 4 的 摄取 时 , 设 Q 为 红细胞 中 KK“ 的 含量 , 则 有 
数学 模型 


其 中 如,kz 为 正常 数 , 若 开 始 时 红细胞 中 的 K“ 为 零 , 求 此 模型 的 特 解 . 
19. 某 些 疾病 的 传播 或 生物 种 群 的 生长 有 明显 的 周期 性 ,下 列 方程 可 看 作 描述 
周期 性 现象 的 简单 的 数学 模型 


下 一 rzcost (Cr 为 正常 数 )， 


假定 :=0 时 z=zo, 求 xz 随时 间 z 的 变化 规律 ,并 作出 在 区 间 [0,x] 上 的 一 段 曲线 . 
20， 医 学 上 持续 性 颅 内 压 P 与 容积 V 的 关系 表现 为 如 下 微分 方程 
等 =aP(6 一 P) (48 为 常数 )， 
斌 求 P 与 V 的 变化 关系 式 . 
1 dz 


— _imdP 
提示 : 令 z 二 P 则 弛 三 一 去 季 
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21. 下 列 微分 方程 描述 了 两 个 竞争 性 生物 种 群 对 其 生长 速率 的 影响 
符 一 2z 一 y， 


dy 
dt™ 2 7 


设 1==0 时 ,zx 二 100,y 二 200, 求 两 个 种 群 数量 x 和 y 的 量变 规律 . 
22. n 级 化 学 反应 方程 为 
~ EC (7 = 0,1,2), 


CQ) 表 示 反 应 物 浓度 ,k 是 反应 速率 常数 , 求 CC) 与 时 间 z 的 关系 式 ( 设 上 一 0 时 浓 
度 为 Co). 

23， 有 的 传染 病 流 行 过 程 是 可 逆 的 ,一 方面 感染 指 征 阴性 者 以 速率 常数 & 转 
变 为 感染 指 征 阳性 者 , 另 一 方面 ,阳性 者 又 以 速率 常数 ks 转 为 阴性 者 (&1,ks 为 一 级 
速率 常数 ), 如 果 用 y 表示 在 时 间 + 所 观察 的 人 群 中 阳性 者 的 比率 , 则 阴性 者 比率 
为 1 一 y. 于 是 我 们 可 建立 微分 方程 


d 
EE =— kyy 二 ki(l — y). 


设 1=0 时 ,y=0, 试 求 y 的 变化 规律 . 

24. 设 某 药物 静脉 滴 注 的 速度 为 常数 , 即 每 分 钟 为 1 g, 同 时 又 以 与 血液 中 该 药 
物 含量 成 比例 的 速度 离开 血液 (速度 常数 为 上 ) , 求 血液 中 所 含 的 该 药物 的 总 量 G() 
的 变化 规律 ,并 研究 随 着 时 间 的 增加 ,G(z) 的 变化 趋势 . 

25. 一 个 由 x 个 个 体 组 成 的 群体 受到 一 种 罕见 的 传染 病 的 侵袭. 在 时 刻 1, 易 感 
染 个 体 数 为 z(z) ,流动 着 的 感染 个 体 数 为 y(Gz) ,被 隔离 .死亡 或 已 免疫 的 个 体 数 为 
zZ (2) (xn 二 ZX(2) 十 y(t) 十 z (2)). 设 初始 值 x(0) 比 y(0) 和 x00) 大 ,这 种 传染 病 扩散 的 
模型 用 方程 组 


来 表示 (8,7 为 正常 数 ). 
a) 根据 z(0) 和 y(0? 求 上 述 方程 组 的 解 ; 
b) 如 果 6z(0)<y, 证 明 此 种 病 将 不 会 带 来 一 场 瘟疫 ; 
c) 如 果 pz(0)>” ,将 带 来 什么 结果 ? 








习题 7 答案 
. (1) 二 阶 ; 
(2) 三 阶 . 
. (1) , (3) 特 解 . 


(2) , (4) 既 不 是 通 解 ,也 不 是 特 解 . 
(5),(6) 通 解 ， 
. (1) y=e™; 
(2) siny=ln|zx++1|~—zx+C; 
(3) y’ 二 +1=C(zx’—1); 
(4) (1 二 x ) (1 二 +y)=Cz’, 
(5) 2y 十 3y? 二 27 十 3zx? 十 C; 
(6) tanztany=C. 
. (1) y=e"™"z, 


(2) = 二 e+ 士 ， 


-1 
(3) ?一 iTIT 





(4) cosy 一 COSZX. 


. (1) sin 之 一 Czi 
zz 
(2) z 十 ?一 tan(z 十 C); 
(3) ry= (z+C0)’; 
(4) (z 一 J)2 一 一 2z 十 C. 
. (1) y 一 ez(z 十 C); 
《2) y= (er—e); 
(3) y= 全 十 二 ?十 名 二 2 
(4) y= (e+C); 
(5) y=x"(e’+C); 
(6) s(t1)=Ce *™+sint—1; 
(7) y= xzsecx; 
(8) yi (z+1)+Cyle” =1; 
(9) y=z (3zr+C); 








oo 


(10) | Cr+ linztl| 一 1. 


. (1) y= 一 言 空 十 Ciz 十 Cs 


(2) y 一 e 十 cosz 十 Ciz2 十 Coz 十 Ca3; 
(3) y=C' [z+ 十 Cs 

(4) x=—2Clncos + 

(5) y=ln|z|+2; 

(6) > 一 Cier 一 方 妇 一 z 十 Ca 

(7) y=—ln|1—z|; 


(8) NW CIY 一 4 一 CCz-HC，); 


(9) y 一 一 in|lcos(z 十 Ci)| 十 C:; 
(10) coty 一 一 Ciz 十 Cy; 
(11) y=tanzx. 


. (1) 3 一 Ci 十 Cze2; 


(2) y=e (Cicos2z 十 Cosin2z); 


(3) y 一 (Ci 十 Caz)ej; 
(4) y 一 2cosz 十 sinzj 
(5) y 一 14e 一 8e-3z; 
(6) y 一 Ciz2 十 Coz3; 
(7) y=Cicosln|z|+Czsinln |z|. 
5 
(1) s 二 4 
2 
(2) 2 
_2 
(3) 4s: 十 1 
1 
(4) td 
3_ 1 
(5) GI 
nf 
(sa)"t!? 
10—3s 
(7) ey 
1 -4 4 一 25 3 
(8) ye se 十 


(6) 
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10. (1) 5e ?3 


1 1 
(2) a6 Toa 











(3) 4cos21 一 Ssin2t ; 


1 /zy -xz 
(4) 1 e “). 
11. (1) y=e” ~—e ’; 
(2) 一 言 (3e 一 2 一 一 er 


(3) y=e “sinz; 
(4) y= 二 (zx 一 1) 十 (2zx? 十 Zz 十 1)e 于 
12. (1) x=e', y=e '; 





(2) ee 
y= —Cisint+C2cost; 
工 一 te3， 
( 
y= (1+i)e™; 
1 
(4) 人 
y= 2t. 
13. 3? 一斑 了 2 一 二. 


14. R=Roe™™*. 

15. 了 一 ZE (1 —e 2). 
16. 54 天 ,27 天 . 

17. 2 h. 

18, Q=7 (1—e™*’). 

19. zx 二 xoe™”™ (曲线 略 ). 
20. P= 


X(t)=50(3e'—e*), 


y(t)=50(3e’+e*). 
22. n=0, C(t)=—kt+Co; 


2 一 1]， CCG) 一 Coe 


21. 





= Co 
nn 二 2， CC) 一 已 忆 十] 


~ th] 


6 
23. ?一 有 十 二 [一 


24. GD= 记 +[G(0) 一 二 je 
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25. x(t)= = ye [8z(0) 一 + tz); 


y(f)= CO)etpr(o 一 re, 


_77C(0) 。 [pr(0) 一 站 7 (0) 
2(1) = B70) 7 B07 ;0 二 7 十 z(0)， 
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无 穷 级 数 


无 穷 级 数 的 理论 是 在 生产 斗争 和 科学 实验 中 形成 和 发 展 起 来 的 . 它 是 描述 函 
数 、 研 究 函 数 的 性 质 以 及 进行 数值 计算 的 一 种 工具 . 在 微 积分 理论 产生 以 前 ,无穷 
级 数 就 有 了 广泛 的 应 用 . 我 国 古代 数学 家 刘 徽 曾 运用 无 穷 级 数 的 概念 来 计算 圆 的 
面积 . 今天 ,无 穷 级 数 的 理论 与 计算 机 技术 结合 在 一 起 ,已 成 为 解决 许多 实际 问题 
的 有 力 工 具 . 本 章 先 介绍 常数 项 级 数 ,然后 讨论 每 级 数 及 其 应 用 ,最 后 介绍 傅 里 时 
级 数 . 


8. 1 常数 项 级 数 


8.1.1 常数 项 级 数 的 基本 概念 


科 赫 雪花 曲线 是 德国 数学 家 科 赫 (H.Von Koch) 1904 年 构造 出 来 的 ， 取 -个 
一 正三 角形 作为 源 多 边 形 , 取 正 三 角形 的 一 条 边 来 构造 科 赫 雪 
A 花生 成 元 . 生成 元 的 构造 规则 如 图 8. 1 所 示 :将 图 中 线段 4 
等 分 成 3 份 ,以 中 1/3 为 底 边 作 一 等 边 三 角形 , 挖 去 中 间 一 
人 段 ,如 图 中 折线 B 所 示 . 将 折线 B 的 每 条 边 再 分 别 分 成 3 段 ， 
B 以 中 1/3 为 底 作 一 等 边 三 角形 ,并 挖 去 中 间 的 1/3, 则 得 图 中 
的 曲线 C. 

_AY 下 面 来 构造 科 赫 雪花 曲线 . 从 源 多 边 形 ( 正 三 角形 ) 开 
c 始 , 构 造 规则 如 图 8. 2 所 示 ; 凡是 正三 角形 (图 8. 2A) 的 直 自 
线段 均 按 科 赫 雪 花生 成 元 的 形状 变形 , 变形 一 次 后 形成 图 
8. 2B, 这 是 一 个 六 角 星 ; 再 将 六 角 星 中 的 每 一 条 直线 段 按 科 
赫 雪 花生 成 元 的 形状 变形 一 次 ,形成 图 8. 2C, 这 是 一 个 类 似 雪花 的 多 再 形 图 形 , 如 
此 变形 下 去 ,第 三 次 形成 图 8. 2D ,这 是 一 美丽 的 雪花 ;第 四 次 形成 图 8. 2E (让 大 

9 倍 ) ,这 是 一 打 更 美丽 的 雪花 ;… 


图 8.1 
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假定 正三 角形 的 边 长 为 1m, 问 最 终 形成 的 科 赫 雪花 曲线 所 围 面积 比 正三 角形 
的 面积 增加 了 多少? 

首先 考虑 科 赫 雪花 曲线 上 直线 段 长 度 的 变化 . 科 赤 雪花 曲线 每 变形 一 次 ,变形 
后 的 科 赫 雪花 曲线 上 直线 段 的 长 度 就 是 变形 前 的 直线 段 的 长 度 的 1/3. 从 图 8. 2B 
开始 ,直线 段 长 度 变化 形成 的 无 穷 数列 是 


了 ,二 Cg.) 


E 


图 8.2 

其 次 讨论 科 赫 雪花 曲线 每 变形 一 次 后 ,增加 的 小 正三 角形 个 数 的 恋 化. 从 图 
8. 2A 开始 ,变形 后 的 科 替 雪花 曲线 增加 的 小 正三 角形 个 数 所 形成 的 无 穷 数列 ,可 
以 从 图 8.1 直观 看 出 ,为 

1 +» 3,22. 3,27 0 3), 207D 。3，…。 (8. 2) 

下 面 可 以 从 图 8. 2B 开始 ,依次 求 出 每 次 变形 后 , 科 赫 雪花 曲线 所 围 面积 的 增 
量 . 

从 直线 段 长 度 变 化 形成 的 数列 (8. 1) 和 增加 的 小 正三 角形 个 数 形成 的 数列 
(8. 2) ,我 们 容易 得 到 图 8. 2B 比 图 8. 2A 增加 的 面积 ; 














[二 .去 . 寺 :sin6o"| 1 3 一半 .3 
图 8. 2C 比 图 8. 2B 增加 的 面积 》 
图 8. 2D 比 图 8. 2C 增加 的 面积 》 
图 8. 2E( 缩 小 9 倍 ) 比 图 8. 2D 增加 的 面积 ; 
第 次 变形 后 比 第 一 ] 次 变形 后 增加 的 面积 为 
它们 形成 了 如 下 的 无 穷 数 列 
工 .3 2.M3, 2 22 (8. 3) 
3 43 4 3 4 '3m!" 4 
所 以 科 赫 雪花 曲线 所 围 面积 与 正三 角形 的 面积 相 比 较 所 增加 的 面积 为 
Slt MM .. 


类 似 于 这 样 无 穷 多 个 数 依次 相 加 的 有 趣 的 实际 问题 是 很 多 的 . 将 它们 抽象 出 
来 ,就 得 到 无 穷 级 数 的 一 般 概念 . 
定义 1 设 给 定 一 无 穷 数 列 
把 它们 各 项 依次 无 限 累 加 , 则 式 子 
QI 十 az 十 aa 十 … 十 as 十 和 … 


称 为 无 穷 级 数 (infinite series ) ,简称 级 数 ， 记 为 > an* 即 


> 二 01 十 az 十 as 十 … 十 aq 十 …， 


其 中 第 项 w 称 为 级 数 的 一 般 项 (general term) 或 通 项 . 
例如 把 数列 (8. 0 和 全 大 无 民 系 加 加 证 “个 级 数 


襄 十 训 十 部 十 … 十 去 十 …… 


简写 为 2 坟 , 通 项 为 a, 一 训 , 其 相 邻 两 项 之 比 是 一 常数 


具有 类 似 性 质 ( 相 邻 两 项 之 比 是 一 生 数 ?的 级 数 称 为 几何 级 数 (geometrical se- 
ries) 或 等 比 级 数 . 


将 正 偶数 依次 无 限 累加 ,所 得 结果 也 是 一 个 级 数 
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2 十 4 十 6 十 … 十 272 十 … 


简写 为 21 2", 通 项 为 v 二 2n. 其 相 邻 两 项 之 差 是 一 常数 2. 


具有 类 似 性 质 ( 相 邻 两 项 之 差 是 一 常数 ) 的 级 数 称 为 算术 级 数 (arithmetric se- 
ries) 或 等 差 级 数 . 
1 一 1 十 1 一 1 十 … 十 (一 Do 十 … 


亦 是 级 数 ,简写 为 了 \(- 1)"r1, 通 项 为 由 一 (一 Di 其 相 邻 两 项 的 符号 相反 。 
具有 类 似 性 质 ( 相 邻 两 项 的 符号 相反 ) 的 级 数 称 为 交错 级 数 (alternating 


series). 
上 面 提 到 的 3 个 级 数 的 每 一 项 都 是 常数 , 称 为 常数 项 级 数 . 后 面 还 要 讨论 每 一 
项 都 是 函数 的 级 数 , 称 为 函数 项 级 数 . 如 
1 十 z 十 新 十 区 十 …… 十 于 十 …， 
coOSZ 十 cos2z 十 cos3z 十 … 十 cos7Z 十 必 
都 是 函数 项 级 数 . 前 者 叫 吉 级 数 (Power Series) ,后 者 叫 三 角 级 数 (trigonometric 
serles), 
先 讨论 常数 项 级 数 . 有 限 多 个 数 相 加 ,其 和 是 常数 . 而 级 数 是 无 穷 多 个 数 相 加 ， 
逐 项 依次 相 加 是 加 不 完 的 . 因此 不 能 按 普 通 求 和 来 理解 它 ,而 必须 明确 它 所 包含 的 
意义 . 注意 到 级 数 是 从 有 限 项 开始 ,不断 递 增 , 最 后 变 成 无 穷 项 的 . 说 明 级 数 的 形成 
经 历 了 一 个 从 有 限 到 无 限 的 过 程 . 换言之 ,级 数 是 从 有 限 项 累加 (前 项 的 和 为 5,) 
经 过 极限 过 程 (n->oo) 转 化 为 无 限 项 累加 的 . 下 面 以 前 面 3 个 数 项 级 数 为 例 ,根据 
此 思想 来 讨论 数 项 级 数 . 


例 1 站 和 = 寺 + 直 十 … .十 训 5 十 … 
解 先 求 级 数 前 ， 项 的 和 5。 





1 二 | 
一 上 工 ... 工 _ 工 3 
93 +37t Ta 3 1 
] 一 一 
3 
当 nn 一 oo 时 ， 
1 n 
1- [3 
， 1 1. 3 1 
"a lim 3 I 一 人 
1 一 3 


把 S, 的 极限 值 志 叫做 级 数 > 高 的 “和 » 


例 2 D2+4t. “十 24 十 … 
解 先 求 级 数 前 # 项 的 和 








SS» 二 2 十 4 十 … 十 2n 二 n(n 十 1). 


当 ~>co 时 ， 
lim 9 一 lim 2(2 十 1) 一 十 ooc， 


称 级 数 312n 没有 “和 ”. 





例 3 3 1)”+!=1 1 | 1 1 十 … 十 (一 1)2+1 十 … 
解 ” 先 求 级 数 前 项 的 和 5， 

$=1 一 141 一 1 二 … 寺 (一 1)" 二 (1"， ”为 奇数 ， 
0, 为 偶数 . 
当 woo 时 ,数列 {S,} 总 是 在 1 和 0 这 两 个 数 上 跳 来 跳 去 ,不 会 趋向 于 一 个 确定 的 


常数 . 在 这 种 情况 下 , 称 级 数 2 (一 1) 没有“ 和”. 

从 上 面 3 个 例题 的 讨论 可 知 ,级 数 的 各 项 无 限 累 加 的 结果 有 3 种 情况 : 级 
数 的 前 ”项 之 和 S, 随 n 一 oo 而 趋向 于 一 个 确定 的 常数 5S, 把 这 个 常数 5S 叫做 级 数 
的 “和 ” @ 级 数 的 前 项 之 和 5, 随 n 一 吕 而 趋 于 oo, 称 这 类 级 数 没有 “和 ”@ 级 
数 的 前 项 之 和 5S, 当 mn 一 co 时 不 趋 于 一 个 确定 的 数 , 称 这 类 级 数 也 没有 “和 ”. 于 
是 引出 级 数 收敛 的 定义 . 

定义 2 设 有 无 穷 级 数 


wa 二 
它 的 前 ”项 的 和 为 
9 一 十 az 十 … 十 an 
称 S， 为 级 数 > a， 的 部 分 和 (partial sum). 如 果 n 一 co 时 ,部 分 和 数列 {5S,) 有 极限 
SS, 即 
lim Sx=S， 


则 称 级 数 Da 收敛 (convergence) ,S 称 为 级 数 的 和 , 记 为 


S— Oe =atat 二 a +. 


n=] 


如 果 lims, 不 存在 (无 穷 或 不 定 ) , 则 称 级 数 a 发散 (divergence) 


因此 级 数 a, 是 否 收 剑 取决 于 其 部 分 和 数列 {S,} 的 极限 是 否 存在 . 


当 级 数 收敛 时 , 称 
R,=S—S,=ati 二 aryz 十 … 
为 级 数 的 余 项 . 显然 有 lim R,=0. 
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由 定义 2 可 知 ,上 面 讨论 的 3 个 级 数 中 > 六 收敛 , > 2 和 (一 1)"f 均 发 艇 


例 4 求 级 数 》) -0 的 和 ， 
解 、 此 级 数 前 项 的 和 为 














1 1 1 1 
> 一 1 二 二 4 二 十 二 
1 1 1 1 1 工 1 
=|1 H+ (2 中 二 | + 十 | 到 村 
1 
1 — 4 





所 以 级 数 2 zc 的 和 S 一 1 
例 5 讨论 几何 级 数 (等 比 级 数 ) >\ar-i(a 天 0) 的 敛 散 性 . 
解 此 级 数 前 ”项 的 和 为 
5,=atartarttar = (#1). 
1) 当 |r|<1 时 





a 


2) 当 |r| 汪 1 时 





lim 六 一 co， 
no 





于 是 有 lim S,—lim® = 二 00, 故 级 数 发 散 . 
3) 当 |r|=1 时 ,级 数 发 散 , 请 读者 验证 . 
综 上 所 述 : 当 |r| 之 1 时 ,几何 级 数 发 散 ; 当 |r| 二 1 时 ,几何 级 数 收 敛 . 
例 6 求 无 穷 数列 (8. 3) 形 成 的 级 数 之 和 . 


解 ” 此 级 数 为 





2 2 
好 | <1, 故 级 数 收 敏 - 又 a 一 荆 。 3 所 以 其 和 





它 是 一 个 几何 级 数 ,r 二 








co | 二 








”4 3 .V 3 
ir 121 5 4 
3 
至 此 ,解决 了 本 节 开 头 提出 的 问题 , 科 赫 雪花 曲线 所 围 面 积 比 正三 角形 的 面积 


增加 了 也 。s3 me 而 正三 角形 的 面积 为 六 3 mz, 故 科 替 雪 花 曲 线 所 围 面积 为 











十 过 。 = rm. 
4 "5 4 5 4 
一 般 地 , 科 赫 雪花 曲线 所 围 面积 是 源 多 边 形 ( 即 正三 角形 ) 面 积 的 8/5 倍 . 


8.1.2 无 穷 级 数 的 基本 性 质 


从 无 穷 级 数 的 敛 散 性 定义 可 以 看 出 ,级 数 5 4; 是 否 收 敛 取决 于 其 部 分 和 数列 


{S。} 的 极限 是 否 存 在 . 因此 ,级 数 的 问题 原则 上 都 可 以 转化 为 数列 的 问题 来 研究 . 
但 由 于 级 数 采用 了 "无 穷 项 相 加 ”这 一 新 的 形式 ,因而 它 也 就 有 某 些 引 人 注目 的 特 
殊 的 规律 . 把 它 归结 为 如 下 一 系列 基本 性 质 . 


性 质 1 设 级 数 ya 收敛 于 以 是 任意 常数 , 则 > ko, 也 收敛 ,其 和 为 4S， 


性 质 2 设 两 个 级 数 3, 和 >6, 都 收 化 , 则 级 数 忆 (4, 土 b) 也 收敛 , 且 下 
ns 人 “和 和 多 
De 土 6) = > 士 Do. 
本 性 质 表明 :对 于 收 合 级 数 来 说 ,和 或 莽 所 成 的 级 数 等 于 级 数 的 和 或 关 
性 质 3 在 级 数 > \o, 前 面 加 上 或 去 掉 有 限 项 ,不 影响 级 数 的 化 散 性 . 当 级 数 
收敛 时 ,其 和 要 改变 ， 
性 质 4 收敛 级 数 >\a, 加 括 弧 后 形成 的 级 数 必定 收敛 ,而 且 收 敛 于 原 级 数 的 
和 5. 四 
但 是 ,发 散 级 数 加 括 弧 后 形成 的 级 数 却 不 一 定 发 散 . 
考查 前 面 例 3 提 到 的 发 散 级 数 1 (一 1)"+l, 若 按 如 下 规律 加 括 弧 
GD+aD+G_D+: 
所 形成 的 级 数 显然 收敛 于 零 . 
由 此 可 得 如 下 推论 ， 
推论 级 数 > 加 括 弧 后 形成 的 级 数 发 散 , 则 > 一 定 发 散 . 
换 谨 之 ,加 括 弧 后 形成 的 级 数 收 全 ,但 原 级 数 却 不 定 收 全 
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性 质 5( 收 敏 的 必要 条 件 ) 如 果 级 数 3a, 收敛 , 则 必 有 


lim a, 一 0. 
本 性 质 可 以 用 来 判定 级 数 发 散 :如 果 级 数 > 的 一 般 项 w 不 趋 于 零 , 则 
> 必 发 散 ， 
例如 前 面 例 5 讨论 过 的 几何 级 数 


Dar 1 (a 关 0) 


的 一 般 项 a, 二 ar"-1. 如 果 |r| 宇 1， 当时 不 趋 于 零 ,故此 时 级 数 是 发 散 的. 
例 7 讨论 级 数 


Da 一 1 二 DD 十 吉 二 (一 D+ 二 (一 号 + 
n=1 








的 敛 散 性 , 
解 ”考查 加 括 弧 后 形成 的 级 数 
> 1 工 _ 1 二 .. 
D6 = 一 D+ 南下 + 下 -j++ [二 二 一 吉 十 
因为 
lim b=lim ri 1| =—1#0， 





所 以 级 数 316, 发 散 . 


根据 上 述 推论 ,去 括 弧 后 的 级 数 Ya, 发 散 . 
n=1 
但 级 数 的 一 般 项 趋 于 零 , 即 lim a, 一 0 并 不 是 级 数 收敛 的 充分 条 件 . 有 些 级 数 的 
一 般 项 虽然 趋 于 零 (n->oo) ,但 它们 是 发 散 的 . 


如 调和 级 数 
站 计 =1 二 二 十 二 十 十 二 十 
的 一 般 项 满足 
lim + =0. 
n=oonN 
可 以 证 明 调 和 级 数 是 发 散 的 . 
把 调和 级 数 以 两 项 .两 项 .四 项 、 八 项 … 的 方式 加 上 括 绝 
1 1,1 1.1,1 1 1 
[++ 证 二 | 5 十 6 十 7 十 如 | + + tatat tn) 


1 
6 
， 1、1 
» | 一 一 
注意 到 1 十 广 >> 了 

















1 1、1 1 1 
3 十 4 全 4 十 十 一 2 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
5 十 6 十 7 十 >8TT8T 二 2 
1 1 1 

ro ot 十 区 和 


1 


1 1 1 
> 2 
因此 加 上 括 弧 后 形成 的 级 数 前 (m 十 1) 项 的 和 大 于 (m 十 1) 方 ,从 而 这 文 个 级 数 发 散 . 
根据 性 质 4 的 推论 可 知 调和 级 数 > 1 二 是 发 散 的 . 


8.1.3 正 项 级 数 及 其 收敛 判别 法 


所 谓 正 项 级 数 ,就 是 每 项 都 是 非 负数 的 级 数 . 正 项 级 数 不 但 简单 而 且 重 要 ,在 
研究 其 他 种 类 的 级 数 时 ,经常 要 用 到 正 项 级 数 的 有 关 结论 ， 

研究 一 个 级 数 ,首先 要 讨论 两 个 问题 它 是 否 收敛 ,也 就 是 但 散 性 间 题 ;@ 
如 果 收 敛 , 它 的 和 是 什么 ? 显然 ,讨论 站 比 讨论 加 更 为 重要 . 因为 ,如 果 级 数 发 散 , 问 
题 @ 就 不 存在 ;如 果 级 数 收敛 ,即使 还 不 知道 它 的 和 $, 也 可 以 用 它 的 部 分 和 去 
逼近 它 ,并 且 由 于 收敛 级 数 余 项 R, 的 极限 为 零 , 用 8, 去 盟 近 $ 可 以 达到 任意 的 精 
确 度 . 因此 ,重点 讨论 级 数 的 伊 散 性 问题. 而 许多 级 数 的 伊 散 性 问题 又 可 以 归结 为 
正 项 级 数 的 敛 散 性 问题 ,于 是 , 先 讨论 正 项 级 数 的 情形 . 

定义 3 若 级 数 >a, 的 各 项 全 非 负数 , 即 w 之 0 二 1,2,3,…), 则 称 Sa 
为 正 项 级 数 . 

正 项 级 数 Da, 的 部 分 和 为 


,= Da (n= 1,2,3,.). 
大 一 上 


注意 到 a, 之 0Cn 一 1,2,3,…) ,S41 二 5; 十 asr1 之 5S,. 所 以 正 项 级 数 的 部 分 和 数列 
{S。} 是 单调 增加 数列 ,于 是 有 如 下 结论 ; 


1) 若 lim S, 一 十 cc, 则 正 项 级 数 274， 发 散 . 


2) 着 lim5< MCM 是 正 实数 ), 则 正 项 级 数 也, 收 全 


志和 来 说 ,来 5, 的 极限 或 基 别 5, 是否 有 界 并 不 和 容易 ,因此 通常 不 直接 应 用 
述 结论 来 判定 正 项 级 数 的 敛 散 性 ,而 应 用 下 述 几 个 行 之 有 效 的 判别 法 . 
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定理 1( 比 较 判 别 法 ) 设 有 两 个 正 项 级 数 2 和 2 如, 且 当 n 宝 NN 时 (N 为 


正 整 数 ), 恒 有 
dron 


则 1D 当 级 数 6, 收敛 时 ,级 数 > )a, 也 收 全 


2) 当 级 数 Sa， 发 散 时 ,级 数 5 也 发 散 
例 8 讨论 级 数 





S11 ll li... 
2 1+ 并 十 强 十 ri 


的 敛 散 性 , 
解 当 #>3 时 ,zl 之 2", 即 才 << 玄 . 据 例 5 知道 几何 级 数 >' 去 收敛 , 据 定理 1 


可 知 级 数 > 让 收敛 . 


为 了 应 用 的 方便 ,给 出 正 项 级 数 的 一 个 重要 性 质 :收敛 的 正 项 级 数 去 掉 括 弧 后 
形成 的 正 项 级 数 亦 收敛. 
例 9 试 证 p 级 数 
2 一 1 十 太 十 部 十 十 启 十 … 
当 2 委 1 时 发 散 ; 当 p 之 1 时 收敛 ， 
证 (a) 当 p<0 时 ,由 于 一 般 项 溃 不 趋 于 零 ,级 数 发 散 . 
(b) 当 0<p 志 1 时 ,有 
1 


We 户 (一 1,2,3，…)， 
n n 


而 调和 级 数 > ， 二 发 散 , 据 定理 1 知 此 时 级 数 发 散 . 
n=] 
所 以 当 p<1 时 ,级 数 发 散 
Ce) 当 p>1 时 ,依次 把 p 级 数 的 一 项 .两 项 .四 项 . 八 项 …… 括 在 一 起 ,得 到 
级 数 
,1 1 ,1,1,1 1 
1 十 去 十 志 | 十 | 去 十 十 十 二 二 | 十 | 起 十 
它 的 各 项 显然 小 于 下 面 级 数 对 应 的 项 
1 ,1 1 1,1,1 1 工 | 
!+| 去 + 去 | 十 | 二 + 二 + 二 + 直上 |[ 寺 ++ 直 | 


1 1 2 1 
一 3 Ea a te 


1 
157 








j++ (8. 4) 














这 是 一 个 几何 级 数 ,其 公 比 *= 元 -<1, 故 是 收敛 的 .于 是 当 p> 之 1 时 ,级 数 (8. 4) 收 


伊 ,而 收敛 的 正 项 级 数 去 掉 括 弧 后 形成 的 正 项 级 数 亦 收敛 ,所 以 此 时 ， 级 数 收 伍 . 
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8 








由 此 很 容易 判别 级 数 > 二 y 


n=1 7 n= 


例 10 判定 级 数 > a 


、 、 1 
解 OD 











= 1 
Di ts tt 


是 发 散 的 , 据 定理 1 加 所 给 级 数 是 发 艇 的 

综 上 所 述 ,使 用 比较 判别 法 (定理 1) 常 用 的 比较 级 数 是 几何 级 数 、 调 和 级 数 和 
p 级 数 . 

可 否 由 级 数 本 身 来 判别 其 敛 散 性 呢 ? 有 下 面 两 个 在 实用 上 非常 方便 的 判别 法 
(比值 法 和 根 值 法 ). 


定理 2( 比 值 判别 法 ) 设 >ya 为 正 项 级 数 (a,>0), 且 


则 1) 当 过 1 时 ,级 数 ya 收 全 ， 
2) 当 p >> 1 时 ,级 数 2 发 散 ; 


3) 当 6p 一 1 时 ,级 数 Da, 可 能 收 全 也 可 能 发 散 
这 个 方法 又 称 为 达 朗 贝尔 判别 法 ， 
例 11 判定 DD 7 的 敛 散 性 . 








解 ” 因 为 
1 
lim 十 1 Li 本 二 ! 一 lim 本 一 0<1， 
nt 
所 以 级 数 让 二 收 全 
例 12 判定 级 数 DE ;的 敛 散 性 . 
解 ”因为 
(2 十 1)! 
十 1 
1 一， 
107 
所 以 由 定理 2(2) 知 级 数 发 散 . 


从 例 11 和 例 12 可 以 看 到 ,如 果 正 项 级 数 的 一 般 项 中 出 现 关于 阶乘 或 方 次 的 
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分 式 时 ,可 尝试 用 比值 判别 法 . 

定理 3( 根 值 判别 法 ) 设 Sa, 为 正 项 级 数 , 且 
limN /an 一 ， 

则 1) 当 * 过 1 时 ,级 数 > 收 人 
2) 当 + > 1 时 ,级 数 De 发 散 ， 
3) 当 ， 二 1 时 ,级 数 Da, 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 
这 个 方法 又 称 为 柯 西 判 别 法 
例 13 判定 级 数 > |1 一 工 | 
解 因为 


limw a, = lm (1— 1) lim(1—1) -1 
moo n e 


所 以 由 定理 3(1) 知 级 数 收敛 ， 
显然 , 当 正 项 级 数 的 一 般 项 为 n 次 方 的 形式 时 ,用 根 值 判别 法 较 方便 , 
下 面 介绍 比较 判别 法 的 一 个 推论 ,有 时 在 实用 上 更 为 方便 . 


推论 设 a, 和 4, 为 正 项 级 数 , 且 


的 敛 散 性 , 








Lim =1, (0 二 /之 十 0)， 


N00 


则 级 数 > "ae, 与 16, 有 相同 的 全 散 性 . 








例 14 讨论 级 数 六 的 敛 散 性 . 


1 . 1 
» sin 
Mn Mn 


解 显然 级 数 是 正 项 级 数 ,o = -二 sin -大 > 0, 取 和 一 二, 则 立 和 一 








六 二 为 调和 级 数 . 因为 























。Sin 


而 调和 级 数 了 二 发 散 ， 据 扒 认 知 > -上 -大 发 散 . 
此 题 用 上 沁 3 个 定 理 均 不 能 判 an， 请 读者 验证 . 
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8.1.4 任意 项 级 数 及 其 收敛 判 别 法 


上 面 讨论 的 是 各 项 符号 恒 正 的 级 数 ,下 面 考查 各 项 符号 不 完全 相同 的 变 号 级 
数 , 其 敛 散 性 的 讨论 显然 会 更 困难 一 些 . 首先 讨论 变 号 级 数 中 一 种 符号 正 负 相间 的 
特殊 情形 ,由 此 引出 交错 级 数 的 定 文 . 

定义 4 形 如 


oo 


ZI) (一 1 一 0 一 十 as 一 ao 十 … 十 (一 Drrlas 十 … 


其 中 a0 1,2…) 的 级 数 叫做 交错 级 数 (alternating series). 
定理 4( 交 错 级 数 收敛 判别 法 ) 若 交 错 级 数 


(一 "a (a 宇 0,n 二 1,2,…) 满足 条 件 
下 一 1 


1) av 之 an+l， 
2 40 
则 级 数 收敛 ,其 和 SS ai, 余 项 R, 满足 |R,|< anti. 
这 个 方法 又 称 为 莱 布 尼 兹 判别 法 . 
例 15 判别 级 数 
1 1 1 


一 一 一 一 一 一 一 wee —_— nn 1 Dd 
1 一 到 十 可 一 二 十 …… 十 (一 Dr 十 


的 敛 散 性 . 
解 ” 忆 (一 1) 六 是 交错 级 数 ,满足 条 件 





1 1 
(a) A > nn 十 1 (n=1,2,.…), 
(b) lim t=0, 

n>oo0 nN 


所 以 2 (一 0" 收 合 ,其 和 S < 1. 若 取 前 9 项 之 和 作为 该 级 数 的 近似 值 , 妈 


则 绝对 误差 
IS—S,|= |R,|< 5 一 0.1 
例 16 判别 交错 级 数 
1 1 a_1 
lIn2 | 站 3 十 全 十 (一 1 Inat 
的 敛 散 性 . 
1 1 
解 ” 因 为 GD > Har (n=2,3,.…), 
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(2) lim 志 - 一 0， 


所 以 级 数 收敛, 其 和 S 之 让 


现在 讨论 正 负 项 可 以 任意 出 现 的 更 一 般 的 级 数 . 设 2 是 任意 项 级 数 ,把 它 


的 通 项 a, 换 成 |a。 | 就 形成 了 一 个 正 项 级 数 了 ia.1. 对 于 正 项 级 数 ,已 给 出 了 几 个 


敛 散 性 的 判别 法 ,能 否 利用 它 们 来 判别 任意 项 级 数 的 伍 散 性 问题 呢 ? 为 此 ， 先 考查 
下 面 两 个 例子 . 


例 17 讨论 级 数 (一 1)"" 点 的 收 全 性 . 


、 1 、_ 1 一 oo 
解 因为 (a) n> P12,°), 
(b) lim 二 一 0， 
noo 72 
据 定理 4 知 级 数 收敛 . 
而 级 数 > | (一 D 直 = 也 点 , 据 例 9 知 它 也 收 全 
n=1 之 


例 18 讨论 级 数 > 1)"+! 寺 的 收敛 性 
解 由 例 15 知 它 是 收敛 的 ,但 级 数 > | 一 "m1|- 5» 工 是 调和 级 数 ， 
所 以 二 是 发 散 的 . 


由 上 面 讨论 可 知 , 当 级 数 Ye 收敛 时 ， Pla, | 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 由 此 引 
出 绝对 收敛 与 条 件 收敛 的 定义 . 


定义 s 设 任意 项 级 数 2 o 收敛， 

1) 若 正 项 级 数 > la. 收 全, 则 称 级 数 2 o, 绝对 收 和 

2) 着 正 项 级 数 2 |a,| 发 散 , 则 称 级 数 a 条 件 收 全 

由 定义 5 知 , 例 17 中 的 级 数 2 (一 0 ,十 绝 对 收 全 ,而 例 18 中 的 级 数 


(一 1D .十 是 条 件 收 全 的 . 
由 此 引出 绝对 收敛 和 条 件 收敛 间 有 如 下 重要 关系 ， 


定理 $5 若 级 数 2 la | 收 售 , 则 级 数 > ve， 必定 收敛 . 反之 不 一 定 成 立 . 
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证 设 级 数 之 les| 收敛 , 令 


久 一 六 (los| 十 an) (n 一 1 23 )， 


显然 包 守 0 且 妃 所 lan| , 即 6 的 各 项 均 小 于 》) |a,| 的 对 应 项 由 定理 1 知 , 正 项 


级 数 >, 收 化 ,从 而 > 26, 亦 收敛. 注意 到 
a = 26, — |a,|, 


即 级 数 > a, 是 由 两 个 收敛 级 数 逐 项 相 减 后 形成 的 , 即 


由 性 质 2 知 了 C2b, 一 la ,1) 收 合 ， WD 收 化 


但 反之 不 真 ， 即 忆 v 收敛 ,不 一 症 六 la,| 收敛 . 例 18 就 说 明了 该 问题 . 


这 个 定理 的 有 用 之 处 在 于 ， 它 使 得 许多 任意 项 级 数 收敛 性 的 1 别 问 题 可 以 转 
化 为 正 项 级 数 收敛 性 的 判别 问题 . 


根据 定理 5, 判别 任意 项 级 数 2， 是 否 收敛, 可 以 先 判别 正 项 级 数 > lo. 是 
否 收 和 全, 如果 ae. 收 敏 , 则 > 1o， 必 收 和 ;如 果 > 1o,| 发 散 ,就 只 能 寻求 其 他 广 
法 来 判别 了， 是 否 收 化 了 . 

例 19 讨论 级 数 了 “92 的 化 艇 从 

解 级 数 的 一 般 项 a, 一 3, 而 


nz 


1 
n2” 








la;|= 过 


CS 


因为 级 数 > 二 收敛 ( 见 例 9), 由 定理 1 知 级 数 > 
SN COSAX 
之 m2 收敛， 
例 20 讨论 级 数 
2 3 nm 
一 当 二 村 本 十 十 (1 于 十 








收敛 , 据 定 理 5 知 级 数 
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你 |2+1 
li et = lim 2 一 lim 了 HT |*| = |zl, 
n 


(a) 当 |z| < 1 时 ,由 定理 2 知 级 数 > | 型 收敛 ,所 以 此 时 级 数 > (- 1) 一 ， 
三 绝对 收敛 ; 

(b) 当 |z| 之 1 时 ,级 数 的 一 般 项 a 不 趋 于 零 (" 一 co) ,级 数 发 散 ; 

Ge) 当 z 一 1 时 ,级 数 为 > (一 1) .二 , 收 敛 ， 


co 





Cd) 当 z 一 一 1 时 ,级 数 为 了 (一 1) "二 一 一 半 寺 ,由 调和 级 数 发 散 知 
所 给 级 数 发 散 . 

综 上 所 述 , 当 一 1<z<1 时 ,级 数 D1( 一 1)"! , 到 收 笋 ; 当 二 取 其 他 值 时 级 数 
发 散 


oo 


1. 从 >1an 收 化 则 > ypas 也 收效 可 否 推 出 > au 发散 则 D1ka, 也 发 散 ? 
六 一】 n=1 一 ] n=1 


2. 从 了 Da 和 2b, 收 化 则 了 Cas 士 b) 也 收 化 可否 推 出 Jia, 和 1b, 发 艇 则 
n=] Wi n=] n=1 n=1 
2 (as 士 久 ) 也 发 散 ? 
n=1 


3. 收敛 级 数 2 as 加 上 有 限 项 后 也 收敛, 是否 有 发 散 级 数 51b, 加 上 无 限 项 后 
n=] n=] 
也 发 散 ? 
4. 收 敏 级 数 > an 加 括 弧 后 形成 的 级 数 也 收效 ,是 否 有 发 散 级 数 加 括 缴 后 形 
成 的 级 数 也 发 散 ? 


5. 从 27au 收 化 则 lim au 一 0 可 否 推 出 lim as = 0 则 了 la, 收敛 ? 
n=1 WR We n=1 
6, 从 > ya 收敛 可 否 推出 》\ |an| 收 化 ? 
n=1 n=] 
7. 设 正 三 角形 边 长 为 Im, 算出 最 终 形成 的 科 赫 雪花 曲线 的 周 长 及 所 围 面 积 . 
从 中 你 可 得 到 什么 启示 ? 








思考 题解 答 
1. 分 别 考 虑 有 一 0 和 有 & 天 0 两 种 情况 , 答案 ; 否 . 
.答案 :在 


. 考查 实 1， 其 偶数 项 均 加 上 该 项 的 一 2 倍 , 所 得 级 数 为 > 19"™*! ‘1. 


n 


4. 考查 级 数 31( 一 1)m+1. 答案: 否 . 
n=] 
5. 考查 级 数 1 二, 答案: 否 . 
n=1 
~ 加 n 二 1 .1 ya ~ 
6. 考查 级 数 2 1) "答案 : 否 . 


7. 由 例 6 知 科 赫 雪 花 曲 线 所 围 面积 为 /3 m? 由 (8.1) 及 (8.2) 易 知 科 挛 雪 
花 曲 线 的 周 长 为 下 面 无 穷 级 数 的 和 


3+1. 3 本 二 2 3 击 十 23 击 二 上 227 3 二 


3 十 … 


二 3 十 (1 十 2 ， 总 十 2 。 六 十 六 十 2 。 了 十 ,) 


其 部 分 和 S, 一 3 。 [二 | 一 +c. 

我 们 得 到 一 个 经 典 几何 学 无 法 解释 的 奇怪 结果 : 明 线 的 周 长 越 于 无 穷 大 ,但 曲 
线 所 图 面积 却 趋 于 有 限 值 -< ~/ 3 m?. 把 这 种 结构 称 为 分 形 结 洁 构 . 感 兴 趣 的 读者 可 
条 阅 关于 分 形 (fractal) 方面 的 文献 

人 体 的 循环 条 统 是 分 形 结 构 . 在 人 体 的 大 多 数组 织 中 ,没有 一 个 细胞 与 血管 相 
距 超 过 4 个 细胞 ,可 是 血管 与 血液 只 占 极 少 的 室 间 ,不 超过 身体 的 5%, 可 见 符 环 条 
统 必 须 把 巨大 的 面积 挤 入 有 限 的 体积 之 中 . 人 肺 全 部 肺泡 的 表面 积 大 于 一 片 网 球 
场 的 面积 , 肺 里 面 还 包含 复杂 的 气 道 及 动静 脉 网 ,可 见 人 肺 是 分 形 结构 . 


8.2 器 级 数 


在 医药 学 研究 中 , 遇 到 一 个 比较 复杂 的 函数 时 ,常用 的 方法 是 设法 把 它 展开 成 
无 穷 级 数 ,然后 利用 无 穷 级 数 的 部 分 和 去 近似 地 代替 它 . 最 常用 到 的 无 穷 级 数 有 两 
种 类 型 :一 是 短 级 数 ; 一 是 伟 里 叶 级 数 . 本 节 讨 论 震 级 数 , 傅 里 时 级 数 将 在 8. 4 节 讨 
论 . 
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8.2.1 函数 项 级 数 的 基本 概念 


上 上 节 讨 论 了 常数 项 级 数 ,现在 讨论 级 数 的 每 一 项 都 是 某 一 个 变量 的 函数 的 情 
况 ,为 此 引出 函数 项 级 数 的 定义 ， 
定义 1 设 给 定 一 定义 在 区 间 [a,5j 上 的 函数 列 
Q1(X) a2 CT) san (TX) 
把 它 的 各 项 依次 无 限 累加 , 则 表达 式 
ai(Z) 十 az(Z) 十 … 十 as) 十 … 
就 称 为 函数 项 无 穷 级 数 ,简称 函数 项 级 数 . 记 为 


Sar). 
对 于 每 一 个 定点 zo.€ [4,6, 级 数 > a,(x) 就 变 成 了 一 个 常数 项 级 数 


oo 


2 To) 二 Qi(Zo) 十 az(zo) 十 … 十 av(zo) 十 …， 

如 果 级 数 Day) 收敛 , 称 x 是 本 数 项 级 数 Da,(z) 的 收敛 点 ; 如果 级 数 
Dade) 发 散 , 称 x， 是 函数 项 级 数 > c,(z) 的 发 表 点 

收敛 点 的 全 体 称 为 函数 项 级 数 Dal) 的 收敛 域 ;发 散 点 的 全 体 称 为 函数 项 
级 数 Pada) 的 发 散 域 

对 应 于 收敛 域内 任意 一 点 z， 函数 项 级 数 oz) 成 为 一 个 收敛 的 常数 项 级 
数 ,从 而 有 一 个 确定 的 和 SCz) 二 ecr), 因 此 S(z) 是 定义 在 收敛 域 上 的 函数 . 
把 SG) 叫做 函数 项 级 数 了 a,(z) 的 和 函数 

类 似 于 讨论 常数 项 级 数 ,把 函数 项 级 数 Dal) 的 前 项 的 和 记 作 5,(z) , 即 


Sx) 一 Par) 一 az) 十 ar) 十 十 an( 工 )， 
久 1 


于 是 在 收敛 域 上 有 
lim SX)=S (zx), 


称 R(x) 一 SCz) 一 5,(z) 为 函数 项 级 数 a,(z) 的 祭 项 (注意 只 有 在 收 伍 域内 


limR,(x) = 0. 
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例 1 几何 级 数 
DD 
是 其 各 项 均 定义 在 (一 oo 十 co) 上 的 函数 项 级 数 . 当 |z| 过 1 时 收敛 ,|z| 之 1 时 发 
散 . 故 它 的 收 合 域 是 (一 1,1), 和 函数 S(z) 一 一. 当 zE (一 1,1) 时 , 易 求 出 R,(z) 
= 二 一 ,于 是 有 lim R,(z) =limE =0. 
8. 2. 2 ” 署 级 数 的 收敛 性 及 运算 


例 1 提 到 的 几何 级 数 x" 的 各 项 都 是 最 简单 的 每 函数 , 它 的 收 僵 域 特别 规 


则 , 它 的 部 分 和 是 多 项 式 , 运 算 起 来 也 非常 方便 . 具有 这 些 良 好 性 质 的 级 数 就 是 将 
要 讨论 的 割 级 数 . 
帮 级 数 (power series) 的 一 般 形式 为 
Sar X= aalro ro) ta(r— To) tt. 
在 上 式 中 令 xz 一 zo = 心得 
Dar 二 ao 十 Qt 十 十 at 十. 
不 失 一 般 性 ,为 方便 起 见 ,只 讨论 如 下 形式 的 短 级 数 

Son 一 0o 十 azZ 十 az22 十 … 十 az 十 …， (8. 5) 
其 中 Qosadl dz" drs" 均 为 实数 ,叫做 宪 级 数 的 系数 ， 

宏 级 数 (8. 5) 的 收 剑 区域 具有 非常 简单 的 形状 ,它们 均 是 以 坐标 原点 为 中 心 的 
区 间 . 

性 质 1 对 于 震级 数 >a,z", 存 在 一 个 非 负数 

有) 如果 0 之 R<< 二 + co, 则 当 |z| 之 R 时 , 短 级 数 绝对 收 化 ; 当 |z| > R 时 , 罕 
级 数 发 散 ; 当 zx = 土 R 时 , 短 级 数 可 能 收 合 也 可 能 发 散 . 

2) 如 果 尺 = 十 oo, 则 短 级 数 在 (一 co, 十 oo) 内 收 合 . 

3) 如 果 R = 0, 则 震级 数 仅 在 z = 0 收敛 . 

把 尺 称 为 震级 数 Da 的 收敛 半径 (convergence radius). 对 于 (8. 5), 由 短 级 
数 在 zx = 土 R 处 的 敛 散 性 就 可 以 确定 它 在 区 间 [ 一 R,R],[ 一 R,R),( 一 尺 ,R] 或 
(一 R,R) 上 收敛 ,这 个 区 间 叫做 舌 级 数 3 ore 的 收 伊 区 间 . 

下 面 讨论 宕 级 数 的 收敛 半径 R 的 实际 求法 . 
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定理 1， 对 于 等 级 数 > acz", 如 果 相 邻 两 项 的 系数 ovav+; 满足 


一 CO， 





lim CQa+l 
noo | Qn 


1) O 天 0, 则 R= 
例 2 求 宕 级 数 了 一生- 一 一 7 的 收 和 分 半 径 和 收敛 区 间 ， 
1 
i = limyAti- 0 
Nal 


例 3 。 求 宕 级 数 2 (一 1)"5 开 的 收 伍 半径 和 收敛 区 间 . 


1, 
pp” 


中 





解 p = lim | 








一 lim 一 1， 


_1_. 
n 十 1 
1 limz 





一 lim | Qtl 
解 p= lim| a 


= lim 
mc 
n 


所 以 收敛 半径 R=1/p=1. 
当 z=1 时 ,级 数 为 1 一 入 十 于 一 二 十 十 …, 该 级 数 为 交错 级 数 , 据 上 节 例 15 知 它 
收敛 . 


一 ] 中 _1_ 1_1l1_ 工 _ 


古 一 …, 它 是 调和 级 数 ,发 散 . 


故 等 级 数 3) (一 1 亏 的 收敛 区 间 是 (一 1,1] 


例 4 求 敌 级 数 3inlz' 的 收敛 半径 . 
Can+1l = lim (n+ 1)1! 
nl 








一 oo 加 noo 一 十 
所 以 收敛 半径 R = 0, 赛 级 数 仅 在 z = 0 收敛 . 
性 质 3 设 吞 级 数 S(z) = asz 的 收 全 半 径 为 RCR > 0), 则 在 收 敏 区 间 内 
1) 和 郴 数 SCz) 是 连续 函数 . 
2) 每 级 数 > or 可 以 逐 项 微分 
S’'(x) 一 ( Darr)’ 一 BD Caery 一 Sinasz™!, 
所 得 级 数 的 收敛 半径 也 是 R. | 加 
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3) 宪 级 数 Sasz' 可 以 逐 项 积分 
|.scze?dz 一 | > wzrjdz 一 > | wzrdz 一 了 ~ 1 ， 
所 得 级 数 的 收敛 半径 也 是 R. 
例 5 由 例 1 已 知 Y xzr 的 收敛 半径 为 R = 1, 在 收敛 区 间 (- 1,1) 内 有 





一 上 一 1 十 z 十 妇 十 必 十 菩 十 ， 


1 一 工 
由 性 质 2(2) 可 得 
trt3r Tt 十 nx” 十 …， 
其 收敛 半径 也 是 R=1. 
由 性 质 2(3) 则 得 





2 3 
1n(1 一 Zz) 二 XY 十 革 十 十 十 三 十 …， 
2 3 n 


其 收敛 半径 亦 是 R=1. 
由 此 推 得 , 当 一 1<z<1l 时 有 如 下 关系 式 


In(1 一 z) 一 一 7 一 二 一 二 


2 3 72 
性 质 2 解决 了 吞 级 数 的 分 析 运 算 ( 即 逐 项 微分 与 积分 ) 问 题 ,下 面 讨论 常用 的 
关于 医 级 数 相 加 、 相 减 与 相 乘 的 问题 . 
设 有 收敛 半径 分 别 为 R 和 R, 的 两 赛 级 数 


f(r) 一 Dj arr” 一 do 十 [2 十 Q22 十 oo. 十 CT 十 0 
n=0 





oo 


ECZ) = Dy br” 二 bo 十 DZ 十 Do 十 十 六 说 十 入， 


记 R=min(Ri,R), 则 在 区 间 ( 一 R,R) 内 ,两 每 级 数 可 以 逐 项 相 加 、 相 减 或 相 乘 . 即 
f(x) 士 gE(Z) 一 (ao 土 页 ) 十 (ai 土 b)z 二 十 (a 二 ba)z" + .+ ，(8.6) 
fz)» g(7)= aobo 十 (aobi + ab)z 
二 (aobs 十 abi 十 abojz2 十 … 
十 《aob 十 ai 十 十 asbo)x" 十 (8.7) 
式 8.6 和 8.7 在 下 面 函 数 的 短 级 数 展开 及 短 级 数 的 应 用 中 有 用 . 


8. 2.3 函数 的 圭 级 数 展开 式 


上 面 讨论 的 主题 是 :已 知 一 个 震级 数 ,怎样 确定 它 的 收 剑 区 间 ? 其 和 函数 SCz) 
在 该 区 间 上 有 哪些 性 质 ? 但 医药 学 中 的 问题 却 是 相反 的 问题 ， 即 在 研究 某 个 课题 时 
得 到 一 个 函数 f(z) ,我 们 想 知道 这 个 函数 是 否 可 以 在 某 个 给 定 的 区 间 上 展开 为 
的 睁 级 数 ,从 而 有 利于 我 们 解决 该 课题 . 换言之 ,是 否 可 以 把 了 f(z) 写成 如 下 形式 
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Fz) 一 ao 十 az 十 az2 十 十 Co 十。 
若 可 以 ,系数 ao,al,az，,… ,as,… 如 何 确定 ? 如 果 这 两 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ,就 可 
以 用 多 项 式 ao 十 az 十 … 十 az 来 近似 地 表示 复杂 的 函数 f(x) 而 达到 任意 高 的 精 
确 度 . 
(1) 索 勒 级 数 (taylor series) 
定理 2( 泰 勒 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 含有 点 zo 的 开 区 间 (a,5) 内 有 直到 (n 十 1) 
阶 导数 , 则 当 z€ (a,6) 时 ， 





f(r) =f(z0) + f (ro) (x — ro) + re 一 Zo)2 十 … 
(n) 
+ ED a) + Rt), (8. 8) 
其 中 R(xz) 为 拉 格 朗 日 余 项 
DCE) ， 
民 ,(Z) 一 Cat) (XT— xo)"t!, 


< 是 z 与 zo 之 间 的 某 个 数 . 
式 (8. 8) 称 为 n 阶 泰 勒 公式 . 
在 x 阶 泰勒 公式 (8. 8) 中 令 mn 一 oo0, 若 余 项 R,(z) 一 0, 式 (8.8) 就 演变 为 
f° (zo0) 





f(x)=f (xr) + (Xz0) (XT 一 zo) 十 21 ( 工 一 Zoo) 十 … 
Cn) 
+ ED zo +, (8.9) 

式 (8.9) 叫 做 f(z) 的 加 级 数 展开 式 . 
式 (8.9) 右 边 的 备 级 数 

ed Cn) 

>) Ez) (8. 10) 

n=0 M 


叫做 f(z) 的 泰勒 级 数 . 
可 以 证 明 : 若 函数 f(x) 在 含有 点 ro 的 开 区 间 (a 2) 内 的 任意 阶 导数 存在 , 则 式 
(8. 9) 成 立 的 充 要 条 件 是 lim R(x)=0. 


还 可 以 证 明 ; 若 jz) 能 展开 为 (z 一 zo) 的 特级 数 , 即 


f(x)= Darlz 一 Xo)” 
则 必 有 
_ 大 >(Czo) 
i 
综 上 所 述 : 如 果 f(x) 在 包含 rm 的 区 间 (a, 包 上 能 展开 成 (z 一 zo) 的 震级 数 , 则 
该 守 级 数 必定 是 泰勒 级 数 , 即 /7(z) 的 舌 级 数 展开 式 是 惟一 的 . 从 而 提示 可 以 用 任 
何方 式 求 fCz) 的 赛 级 数 展开 式 ， 
在 二 阶 泰 勤 公式 (8, 8) 中 令 Zzo 一 0, 就 得 到 严 阶 麦克 劳 林 公式 





(2 一 0,1,2,…). 
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f(z) 一 f+ FOr + Da 2 Tz" + R(x), (8.11) 


fF) ti 
其 中 R(x) 二 全 二 人 2x", 是 z 与 0 之 间 的 菜 个 数 . 


在 f(z) 的 泰勒 级 数 (8.10) 中 令 zx 二 0, 就 得 到 f(x) 的 麦克 劳 林 级 数 


(maclaurin series). 





(8. 12) 


让 Ms 
~ 


(2) 初等 函数 的 震级 数 展开 式 
1) 直接 法 要 把 已 知 函数 f(x) 展开 成 x 的 虑 级 数 ,可 以 直接 按照 下 列 步 又 
进行 (展开 为 x 一 zo 的 老 级 数 与 之 相似 ). 
第 一 步 ” 求 出 jz) 在 z 一 0 处 的 各 阶 导数 值 Fe”(0) , 即 求 
COO0) CO0) CO) 
如 果 上 述 某 个 导数 值 不 存在 ,就 停止 计算 , 表示 f(x) 不 能 展开 为 z 的 震级 数 . 例如 在 


点 +=0 处 ,f(z)=z? 的 三 阶 导数 值 /”(0) 不 存在 , 它 就 不 能 展开 为 zx 的 宕 级 数 . 
第 二 步 ” 求 出 f(z) 的 麦克 劳 林 级 数 





Sn CO) 。 
a 
的 收敛 半径 R. 
第 三 步 ” 考 查 当 n->oo 时 , 余 项 
ofD(E) tl 
Rn TD 


的 极限 是 否 趋 于 零 . 其 中 zE (一 R,R),E 在 0 与 z 之 间 . 
如 果 极限 lim Ra《z) 二 0, 则 f(z) 就 可 以 在 区 间 ( 一 R,R) 上 展开 成 x 的 千 级 数 ， 
即 f(x) 的 竹 级 数 展开 式 为 


2 Cn) 
f= DV, ee (~R,R). 
天 一 个 


例 6 求 指数 函数 f(zx)==e7 的 赛 级 数 展开 式 . 
解 (a) f(x)=e’ 的 各 阶 导数 为 
fT)=f (7)=" = f(r)= =e’, 
把 z=0 代入 得 e* 在 0 处 的 各 阶 导数 值 为 
f(0)=f° (0)="%=f"(0)=. =1, 
(b) xz) 一 ez 的 麦克 劳 林 级 数 为 


1Tz 十 区 十 … 十 于 十 
据 定理 1 知 , 它 的 收 全 半 和 名 R= 十 oo. 
(c) 对 任意 给 定 的 数 =,6e 在 0 与 xz 之 间 ), 余 项 的 绝对 值 为 


一 十 ] | 和 | "+1 
Re) < © FDr 





Fe 
(nt+1)1* 
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因 |z| 是 有 限 值 ,e"*! 亦 是 有 限 值 , 故 w>oo 时 |R,(z)| 一 0. 所 以 e” 的 等级 数 展开 式 
为 
er 一 1+z 十 茹 十 十 玫 二 xE (一 00, 十 00) 


例 7 求 正 弦 函 数 f(z) 二 sinz 的 寡 级 数 展开 式 . 
解 (a) f(x)=sinz 的 各 阶 导数 为 


f "(=sin( z+n 。 到 | ， 


把 z==0 代入 得 sinz 在 0 处 的 各 阶 导 数值 为 
f(0)=0, 大 (0) 王 1， f°(0)=0, /7(0)=—1 
4(0) 一 0， (0) 一 1， (0) 一 0， DC0) 王 一 1 
(b) f(x) 二 sinz 的 麦克 劳 林 级 数 为 
z 一 条 十 于 一 天 十 十 ( 一 1 
据 定 理 1 易 知 它 的 收敛 半径 R= 十 o%. 
Cc) 对 任意 给 定 的 数 z, 上 (在 0 和 zx 之 间 ), 余 项 的 绝对 值 为 


sin[£+ (n+1) 。 2] 二 zt 
et (2 十 1)1) 
(2 十 1)1! 


|z| 是 有 限 值 , 当 mw->oo 时 ,|R,(x)| 一 0. 所 以 sinz 的 震级 数 展开 式 为 
sinz 一 z 一 互 十 生 一 宇 十 二 (一 2 ZE (一 co 十 co). 


2) 间接 法 ”对 于 一 个 给 定 的 函数 f(z), 已 知 f(z) 只 存在 一 个 麦克 劳 林 级 数 ， 
所 以 可 用 任何 正确 的 方法 得 到 它 . 从 上 面 的 例题 可 以 看 出 ,采用 直接 法 时 ,大 部 分 
工作 用 于 讨论 余 项 R,(z) 是 否 趋 于 零 .除了 一 些 简 单 的 函数 外 ,这 不 是 一 件 容易 的 
事 . 而 利用 等 级 数 的 四 则 运算 和 逐 项 微分 或 积分 等 性 质 ,可 以 避免 讨论 余 项 R(x)， 
求 出 所 给 函数 的 震级 数 展 开 式 , 实际 应 用 时 ,选择 什么 样 的 途径 ,应 对 具体 问题 作 
具体 分 析 . 一 般 来 说 ,主要 是 下 面 的 几 种 方法 ， 

@ 代入 法 

例 8 求 sin3z 的 短 级 数 展开 式 . 

解 由 例 7 知 sinz 的 宕 级 数 展开 式 为 

sinz 一 工 一 到 十 到 一 “+ it ZzE(—o0,+o0). 
在 上 式 中 以 3z 代 x, 得 sin3z 的 寡 级 数 展 开 式 为 


父 2n 十 1 


Cnt 


|R, (x) |= 





a a (3T) 0 37) BT 

Sin37= 37 一 1 51 tC 1)" ert 
3 i 
T3731T + 817 tO mr + 


XE (一 00, 十 00). 
@) 逐 项 微分 . 逐 项 积分 法 
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例 9 求 cosz 的 枝 级 数 展开 式 ， 
解 对 sinz 的 展开 式 在 收敛 区 间 ( 一 ce ,十 ce) 内 使 用 逐 项 微分 法 ,就 得 到 
cosz 的 展开 式 为 
十 …， ZE (一 co 十 co). 


z? z4 x 
cosZz 一 ] 一 21 十 一 一 … 十 (一 1) (Con)! 


例 10 求 f(z)=lin(1 十 x) 的 知 级 数 展开 式 . 


解 ” 因 为 
f CD) 一 [InGl+z) 了 一行 工 ， 


一 一 是 收 钱 的 几何 级 数 > (一 1)"z"( 一 1 二 x 过 1) 的 和 函数 
n=0 
= 1 一 zx 十 妇 一 妆 十 十 (一 Tsze 十 : rE (一 1,1)， 


所 以 把 上 式 从 0 到 x 逐 项 积分 得 


2 3 4 ?十 1 
立 十 本 一 所 十 …… 十 (一 1 7 二 十 . rE€(—1,1). 


“ee, 

















ln(l+z)=z 2 
上 式 对 z=1 也 是 成 立 的 ,于 是 有 
1 1 i. 
ln2 一 1 一 了 十 了 一 + “十 (一 1)” zt 
@ 容 级 数 运算 法 
例 11 求 er，sinz 的 震级 数 展开 式 . 
解 esinz=|1+z+ 革 二 = 一 至 到 | 
zs x: zx 
-+ 人 入- 旨 + (条 一 到 + 


二 工 十 如 十 广 z 十 ， XE (一 co 十 co)， 


例 12 求 cos:z 的 军 级 数 展开 式 . 
解 ” 此 题 可 以 利用 例 11 的 方法 求 得 ,但 这 样 处 理 较 烦 ,可 以 先 把 cos?x 变形 为 


COS?Z 一 上 -9 生 一 十 十 二 cos2z， 





因为 
cosz= D1 jy TE (— co 十 co)， 


所 以 
7) 2 
cos2z 一 > 1)" ， 工区 (一 co, 十 cc)， 





2n 
" L250 并 和 《一 co 十 ceo)， 


@ 待定 系数 法 
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例 13 求 tanz 的 害 级 数 展开 式 . 
解 设 tanz 的 展开 式 为 Sar’, 由 sinz 一 cosx，tanz 得 


5 


zx? x | 2 十 3 十 … ) 一 _| 
1 7+ (ao 十 aiz 十 az 和 十 Gas 一 z 一 3 十 51 


利用 式 (8.7) 乘 开 左 端 , 然 后 比较 两 端 系数 得 


ao 一 0;al 一 Ti 一 0; 


1 1 1 
U3 2143 317243 3344 5 
1 1 1 2.. 
a 21 ta 
所 以 
2s 
tanz 二 xX 十 3 1s 十 


例 14 把 f(x)=lnz 展开 为 x 一 2 的 震级 数 . 

上 面 的 例子 都 是 在 z=0 处 展开 的 ,现在 要 求 在 z=2 处 展开 ,当然 可 以 按 公式 
《8.9) 展 开 , 但 这 样 做 太 繁 ,为 简便 起 见 , 令 1=zx 一 2, 于 是 把 问题 转化 为 求 Inz = 
ln(2 十 为 在 :一 0 处 的 展开 式 . 据 例 10 得 


in(2 + 2)= ln2 1 十 去 = In2 二 nl 1 十 二 





= ln2 十 习 D 一 引 


1 


12 。22 





一 ln2 十 >)( 一 1): “1, (2<it&2). 
用 x+ 一 2 替换 1, 即 得 所 求 的 宕 级 数 为 


lInx 二 ln2 十 > (一 1) 1 。 村 二 “(TC—2)", (0<7 委 4). 


严 一 1 


例 15 把 函数 sinz 展 为 = 一 于 的 每 级 数 . 


解 sinz=sin| | < 一 于 | + 到 ]= 2 [sin| = 一 








4 4 
而 
ig 2n+1 
in| | 己 [z- 王 

sin| z 一 才 Pp 1) re TE (— 00, 十 co)， 

| Lig 2n 

cos[z— ZE)= DD rE (一 co, 十 co) 

4 (2n)! ， ， ， 


天 一 人 


故 sinz 展 为 z 一 元 的 震级 数 是 
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2n 十 1 


sint = M2 YC vl 十 [一 于 
2 和 C2n)! Con + I)! 
从 例 8 到 例 15 可 以 看 出 ,间接 法 要 用 到 已 知 贤 数 的 知 级 数 展开 式 ,所 以 读者 


应 熟悉 下 面 几 个 常用 函数 的 融 级 数 展开 式 及 收敛 区 间 . 








| TE (— ceo， 十 co ). 


。_ 1 Sm 
1 这 = 2 Iz| < 1; 
as 
2 e 一 2 洒 ， Ix| <+ co 
3 一 0 机 
。 , 和 xt! 
3 sinz = 2 (一 1) nF [| 过 十 co 
o 名 1 ZX 
4” cosz 一 之 (一 1) Ton)’ |z| 二 十 eco; 
5° nt)= DD TI 1<r<l 
n 


6° d+tz) =1+ 7 +t Dy, Ix| 三 1 


其 中 右边 的 震级 数 在 收 敏 区 间 端 点 二 十 1 上 的 合 散 情况 与 。 有关, 因此 ,在 端点 
处 要 根据 a 值 具体 讨论 . 例如 , 当 a 依次 取 一 1, 六 ,一 二 时 ,有 














一 1 一 十 x 一 Zz 十 (一 1<z<1)， 
1 1 “3 
Mitr=lt or gar toa ert (1<z<1), 
1 1 1 .13, 1.3.53,.. 一 
Vi 2*7 24 1467 十 SY 
公式 6" 叫 做 牛顿 二 项 式 定理 . 


1, 车 2Vanz" 的 收 敏 半径 尽 一 十 co , 则 对 任意 工 E (一 co, 十 co),y ourr 均 
n=1 n=] 


收敛 由 此 推断 :车 > )bozr 的 收效 半径 尺 一 0, 则 对 任意 工 E (一 oo, 十 co)， ya 
均 发 散 , 对 吗 ? 
2. 办 级 数 > ,auz" 是 由 特殊 的 济 数 族 {1 ,zzz ) 构成 的 ,所 以 任何 震 画 数 x 
n=1 


一 定 能 展开 成 形 如 > Vanze 的 震级 数 , 对 吗 ? 
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1. 不 对 , 当 x 二 0 时 ， Dy Box 收敛 . 
n=1 
2. 不对. 当 a 不 等 于 正 整 数 时 ,x* 在 0 点 的 某 阶 导数 值 将 不 存在 . 


8.3 横 级 数 的 应 用 


8.3.1 计算 函数 的 近似 值 


有 了 函数 的 帘 级 数 展开 式 ,在 展开 式 的 收敛 区 间 上 ,函数 值 就 可 利用 这 个 级 数 
按 精 确 度 要 求 计算 出 来 ,所 产生 的 误差 由 余 项 来 估计 . 电子 计算 机 就 是 采用 这 个 方 
法 计算 函数 值 的 . 我 们 用 的 对 数 表 三 角 函 数 等 均 是 这 样 计算 出 来 的 . 

例 1 试 计算 e 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 第 4 位 . 

解 函数 e= 的 车 级 数 展开 式 为 


em WDE (一 <z<+eo)， 


nl 
令 z=1 有 
车 取 前 n 十 1 项 的 和 作为 e 的 近似 值 , 则 误差 


十 十 … 


1 _ 
(n+ 2)! 


Rs+i1= 


1 _ 
nT D1 


= 二 [二 + 





1 
mi at | 





[十 T 十 页 十 1 十 ] 


| 
-iri | 











要 求 。 的 近似 值 精确 到 小 数 点 后 第 4 位 , 需 误差 R.i1<10'. 经 试 算得 Ri< 


ml -4 
<10 ,而 81 之 10 .于 是 
A 1 1 
es 十 1 十 2 十 …… 十 帮 . 
经 计算 得 esz2. 71826. 
例 2 试 计算 ln2 的 近似 值 ,精确 到 10-:4. 
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解 ” 函 数 ln( 十 zx) 的 徊 级 数 展开 式 为 


2 








— 之 并 oon "1 ou 
lIn(l+z)=x > 十 3 十 (一 1) 三 十 
(一 1<<z 委 1)， 
邻 x==1 得 
ln2 二 1 一 方 十 训 一 十 (一 1)" 二 十 … 
n 


这 是 一 个 交错 级 数 ,|R,| 达 -十 为 满足 题 意 要 求 , 需 = 十 7 < 10-…, 即 需要 取 级 数 
的 前 一 万 项 来 计算 . 这 在 实际 计算 中 是 行 不 通 的 . 因此 需 寻 求 收 仇 得 快 的 级 数 来 蔡 


换 它 . 
把 In(1 十 x) 中 的 工 换 为 一 zx, 得 





3 


本 一 … (一 1 委 z<1)， 





ln(] 一 之 ) 一 一 工 


用 ln(C1 十 z) 减 去 ln(1 一 z), 得 


n 二 一 lnG 十 z) 一 Jn(l 一 了) 


之 
2 


5 
=2|z 十 守 十 全 十。…| (—1<z<1), 


令 | 汪 一 2, 得 zf 一 十 ,代入 上 式 得 





1 1 1 1 
In2=2| 3 +3 - 3 - 35 7 - 证]. 
若 取 前 4 项 的 和 作为 In2 的 近似 值 , 则 误差 
IR|= ?| 村 tT i 十 | 





。33 





-X10 


即 截断 误差 小 于 2x 10-5. 在 计算 前 4 项 的 数值 时 ,每 一 项 均 在 小 数 点 后 第 6 位 四 
会 五 人 , 则 舍 入 误差 小 于 4X5X10-5 一 2X 10-5, 从 而 总 误差 小 于 

2X10“ 十 2X10-5 一 4X10-5<<10-4 
于 是 





] 1 1 1 
In2< 
n2~ 2 3 1 3. 人 to. +7 
a 0. 6931. 
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8.3.2 计算 数 项 级 数 的 和 





例 3 利用 例 2 中 ln < 的 等 级 数 展开 式 求 下 面 数 项 级 数 的 和 





] 1 1 , 
1+3 。 到 二 5 。 到 十 7 ， 下 











解 ”因为 
ln 1 二 一 ?| z+ 十 三 十 …|， 一 1<z<1， 
圭一 并 5 
令 z= 少 得 
1 
ma 一 2 去 十 5 B52 
1 1 
一 
例 4 求 下 列 数 项 级 数 的 和 
1 1 1 1 
21 31T4ar 51 








1 1 1 1 

21 3468 

工 工 了 工 十 工 工 ..。 

3 十 5 十 7 十 是 
解 在 e 的 寡 级 数 展开 式 中 令 zx= 一 1 得 


-1 _ 11 了 工 
7 it 5 十 ， 


2! 31 
令 z=1 得 e=1+1+ 二 十 革 十 二 十 …, 从 而 
7 eT 21 31 41 


-1 1 1.1,... 
e€ 十 e 二 2 十 2 21 + artert 9 





即 
工 工 1 e 1 
21 tateort™ 2+a™l. 
同 理 可 得 
1 1 1 ee 1 
31151t71" 2 3! 


8. 3.3 计算 函数 的 极限 
利用 函数 的 寡 级 数 展开 式 ,还 可 以 较 简 便 地 求 出 某 些 函数 的 极限 ， 


2 


例 5 求 lim COS Y 24-e 
解 ” 因 为 
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2 (8) 4 (VvV 27)° 
cos VEz=1— M2 + 2 ( Er 十 …， 一 Co<X< 十 00， 


.22 .23 
es 十 (一 z2) 十 (二 2 人. 一 co<< < 十 co， 








2! 31 
所 以 
cos V3 ze 一 一 于 zt 十 在 za 十 ， ， 一 ceo<7z< 十 ce， 
2 
cos 信 27 一 e” 了 工 7 5 ，，， 
7 一 3 十 15Z 十 ?9 
故 
2 
, COS~M 27X—e” |. 1 7 2 1 
lim 到 一 3 二 457 十 3 
例 6 求 lim Son 一 cs 
解 ”因为 
。 2 ， 4 
cossinz) =1— 2 + —" 
3 5 
sinr=z—37 +57 ， 
4 
， 2 2 2 6 
(sinx)’=xz 3 十 15 十 …， 
2 4 4 2 6 
(sinz)’=Z 一 3 十 
即 
1 5 1 
cos (sinz) 一 1 了 十 34 20z 十 ， 
而 
2 zt Zz 
cosz=1 2 十 人 一 条 十 ， 
所 以 
cos(sinx)—cost ?7 ， ,, 
加 6 1447 
故 
lim cos(sinz) cosz _ | i141_ 7, | il 
0 zt ro\6 144 6° 


8. 3.4 计算 定 积分 的 近似 值 


利用 函数 的 餐 级 数 展开 式 ,对 于 被 积 函数 的 原 函 数 不 容 易 求 出 或 者 根本 不 能 
用 初等 函数 表示 的 定 积分 可 以 求 出 其 近似 值 . 
例 7 试 计算 概率 积分 
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2 上 e—*dz 
A/ nt 0 


的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 第 4 位 ( 即 精确 到 10-9| -和 ~。 56419 | . 
解 e-* 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 表 出 ,利用 函数 er 的 赛 级 数 展开 式 可 得 被 
积 函 数 的 震级 数 展开 式 为 
el) (—o0<zr<+o0), 





于 是 








2 zi Xs 工 2 
-大 -+ “| 
11 -3 1 1 _. 
=- 上 太 [ 3.B1 2 7 3 大 十 | 
等 式 右边 的 级 数 是 交错 级 数 , 试 取 前 4 项 的 和 作为 近似 值 , 则 截断 误差 为 


1 .1 _ 
Vi 9051 











|R 和 


满足 题 意 要求 ,所 以 
2 人 -211 _l 1 1 
|],* dz= 大 (1 3 丈 7 .3!1 25/° 
为 避免 讨论 含 人 误差 ,在 计算 各 项 的 值 时 ,只 须 比 要 算 的 位 数 多 算 一 .二 位 ,就 能 保 
证 精确 度 . 经 计算 得 








-dz ~ 0. 5205. 
例 8 试 计算 积分 | szdz 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 第 4 位 . 





解 注意 到 这 个 积分 不 是 广义 积分 ,因为 lim sz 一 1. 若 补充 定义 被 积 函数 在 
z 一 0 处 的 函数 值 等 于 1, 则 积分 就 为 常 义 积分 . 对 被 积 函数 的 霉 级 数 展开 式 
2 一 1 一 条 十 车 一 芝 十 …- (一 co<xz< 十 co)， 





i 31 51 7!1 
在 区 间 [0,1] 上 逐 项 积分 ,得 
Isinz， 1 1 1 
| dr =1 了 下 十 下 十 


等 式 右边 的 级 数 是 交错 级 数 , 试 取 前 三 项 的 和 作为 近似 值 , 则 截断 误差 为 
1 一 4 
|R;| 声 元 71<10 ， 
满足 题 意 要 求 ,把 前 三 项 求 和 得 
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| :ozdz x 0. 9461 ， 
0 


8. 3. 5 解 微 分 方程 


在 微分 方程 一 章 中 ,介绍 了 常 系数 线性 微分 方程 的 解法 . 利用 函数 的 宪 级 数 展 
开 式 ,我 们 可 以 解 一 些 变 系数 线性 微分 方程 . 
例 9 利用 罕 级 数 解 微 分 方程 
zy 十 y 十 ZXy 二 0， y(0)==]， y (0)=0. 


解 “ 设 方程 的 解 为 y= Cz", 则 
全 Ca 


六 一 Dr — 1)Cuzc 一 2 
由 y(0)==1 得 Co=1, 由 y ,(0)=0 得 C1=0. 代入 原 方程 
Sn 一 1)Csr"! 十 De 十 Doe =0, 
有 各 和 全 
Dat Dre t Dt Dr FC ro. 
因为 Ci 二 0, 上 式 成 为 本 加 
Dt DC + cule = 0 
要 使 上 式 成 立 ， 各 项 系数 必须 等 于 零 ， 因此 有 
2:Cs+Co=0，C;= 一 名 = 上 二， 


2 22” 
32C3: 十 C 一 0， C3 一 0; 


C 
42C4 十 CC? 一 0， C= -R= 
52Cs 二 Cs;=0, Cs=0; 

C 
GCst C=0, C= —— zd 

由 此 类 推 可 得 
Can+l 一 0 
C=(—1)" = — 1 
[C2n)1112? 


其 中 (2n)!1! 一 2 .4 。6...(2n). 
于 是 求 得 原 方程 的 解 为 
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6 


zx? zr x 
3 1 pt gg 





2 2n 


区 


1 2 rea 


8. 3.6 欧 拉 公式 及 应 用 
在 无 线 电 技 术 中 常用 到 如 下 的 欧 拉 公式 


cosz 一 六 (er 十 e 一)， 


(一 ce 所 工夫 十 co) (8. 1. 3) 
: 1 iz iz 
sinx 一 27 Ce —€ “),， 
其 中 i=~V 一 1. 
下 面 给 出 网 拉 公 式 的 形式 推导 . 在 e” 的 震级 数 展开 式 中 ,把 zx 换 成 zz, 注 意 到 


= i= i,i = =i, 





可 得 
i 、 Gr) (xz) | Gr) 
e 一 1 十 涝 十 2 十 3 人 十 4 十 和 … 
__ Zz | ”| 
ll Tota | 二 一 + ? 
即 
ez 一 cosZ 十 isinz, (一 ee < 过 二 十 co). (8. 14) 


式 (8. 14) 也 叫 欧 拉 公 式 . 

在 (8.14) 中 用 一 z 取 代 z 得 ee 一 cosz 一 isinz, 与 (8. 14) 式 相 加 或 相 减 ,就 得 
到 (8. 13) 式 . 

在 (8.14) 中 把 xz 换 为 nx, 可 得 


ee 一 cosnz 十 isinnx (8. 15) 
例 10 利用 欧 拉 公 式 把 e*cosz 展开 成 zx 的 害 级 数 . 


解 er(cosz 十 isinz) 一 er 。ez 一 e(li+Dz 











3 (二 Der 
天 一 0 nl! 
~» [~ 2 (cos 译 十 zsin 了 
-一 2 a TX” 
S 2 有 (cos 全 十 isin 全 ) 
n=0 nl! 一 
~» 22c0s 2 ~» 23sin 2 
一 >， 4 ZT” 十 ZX” 
A 二 0 nl n=0 nl! 


所 以 
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于 nA 
22C0S 一 





ecosr— 2 A En (一 ce 所 工 所 十 co)， 
还 得 到 ersinz 的 展开 式 为 
ww 22sin 2 


ZX” (一 ce 所 过 所 十 co). 





esin 之 一 


n=0 


n! 
例 11 利用 欧 拉 公式 求 级 数 >) “< 的 和 . 


解 因 为 e™“* 二 cosnz 十 isinnx, 所 求 级 数 2 ee 是 级 数 2 富 一 








COS7 人 十 . Sinnz 
CS | Sinnx 
nl nl! 





= e”™[cos(sinx) 十 isin(sinz)] 


一 ef” "cos(sinz) + ie”” 。 sin(sinz), 





co 
COSNT 
> 一 er »。cos(sinx). 
0 


8.4 傅 里 叶 级 数 


分 析 具 有 周期 性 的 生物 医学 信号 ,如 心 电 、 脑 电 、 角 电 、 肌 电 等 , 传 里 叶 级 数 是 
十 分 有 力 的 工具 . 


8. 4.1 周期 为 2x 的 函数 的 侍 里 叶 级 数 


(1) 三 角 级 数 (trigonometric series) 

在 医药 学 研究 中 , 遇 到 一 个 比较 复杂 的 函数 时 ,我 们 利用 z 的 各 次 蚕 函数 z， 
了 zz 的 线性 组 合 一 - 宪 级 数 > avz 去 讨论 它 . 若 遇 到 具有 周期 性 的 生物 
医学 信号 时 ,就 采用 x 的 正弦 本 数 和 余弦 函数 


1,cosx,Sinz ,Cos27x ,Sin27r, COSNnz ,Sinnzr, (8. 16) 
的 线性 组 合 
加 十 (aicosz 十 psinz) 十 (czcos2z 十 bosin2z) 十 … (8. 17) 


去 分 析 它 们 . 
把 式 (8. 17) 称 为 三 角 级 数 . 
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将 周期 性 的 生物 医学 信号 f(z) 仿 式 (8. 17) 展 开 , 其 物理 意义 是 很 明确 的 . 即 比 
较 复 杂 的 周期 性 信号 f(z) 可 以 看 成 是 许多 不 同 的 频率 的 简单 周期 信号 (cost ,sint， 
cos21 ,sin2t，,…) 的 又 加 . 在 无 线 电 技术 中 ,这 种 方法 称 为 谐 波 分 析 . 其 中 常数 ao 叫 
做 f(z) 的 直流 分 量 ;aicost 和 bsint 叫做 一 次 谐 波 (或 基 波 ) ;azcos2! 和 bsin2t 叫做 
二 次 谐 波 ;…… 

(2) 三 角 函 数 系 的 正 交 性 

把 (8. 16? 叫 做 三 角 函 数 系 , (8. 16) 中 的 各 个 函数 具有 共同 的 周期 2r. 对 于 任意 
的 自然 数 mx 和 ,利用 定 积分 ,可 以 证 明 下 述 各 式 成 立 ; 


x n 
| 1] ， cosnzxdz 一 | 1。sinzzdz = 0; 
—x —7 
n 
| cosnz * sinmzxdzx = 0; 
Xx 
A nT 
| COS7Z * cosmzxdzx = | sinnz * sinmzdz = 0 (oz 天 27); 
—x — 


Tn AK 
| cosinzdx 一 | sininzdz = T 
—x —x 


以 上 等 式 表 明 , 三 角 函 数 系 (8. 16) 中 的 任意 不 同 的 两 个 函数 的 乘积 在 区 间 
[一 rzx] 上 的 积分 等 于 零 . 把 这 个 性 质 称 为 三 角 函 数 系 的 正 交 性 . 

(3) 欧 拉 - 傅 里 叶 公式 

设 f(z) 的 周期 为 TT rz 上 展开 为 三 角 级 数 


f(x) = 六 as 十 > (ancoszz 十 bnsinnz). (8. 18) 


如 果 函 数 f(z) 在 [一 x， 上 可 上 式 右 端 可 以 逐 项 积分 ,就 可 以 求 出 三 角 
级 数 的 系数 ao,a,,65sn 二 1,2,3,…) 和 f(x) 之 闻 的 关系 . 
先 求 ao, 对 (8， 分, 利用 三 角 表 数 系 的 正 妆 人 得 


| f(x)dz = 工厂 aodxz 十 二 | (ancosz 十 bssinnz)dx = rao， 
一 mn21J 一 > 
即 
ao 一 | (rz)dz， 


再 求 a,(n 为 自然 数 ) ,将 (8, 18) 式 两 边 同 乘 以 coskz(t 为 自然 数 ), 然 后 在 
[一 x,xJ 上 积分 ,利用 三 角 函 数 系 的 正 交 性 得 


| f(x)coskrdr = 2 coskzxdzx 
十 >| (anCOSnz 十 bsinnr)coskrdz 
n=1” 7 


T 
一 «| cosikzdz 
一 下 


一 CA 


即 
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Qk 一 让 | f(x)coskxdzx. 


同 理 可 得 & = 二 过 | f(r)sinkrdzx. 


综 上 所 述 , 得 到 计算 式 (8.18) 的 系数 的 欧 拉 - 全 里 叶 公 式 如 下 


a 二 去 | flr)cosnzdr, n= 0,1,2,., 


_ (8. 19) 
pb, 一 支 | flr)sinnrdx, n= 1,2,3,° 
按 公 式 (8.19) 算 出 的 系数 a,,6b, 称 为 周期 函数 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 . 
(4) 健 里 叶 级 数 (fourier series) 
以 周期 函数 f(z) 的 健 里 叶 系 数 a,,6, 作出 的 三 角 级 数 
2 十 > (ancOosnz 十 bsinnz) (8. 20) 


称 为 函数 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 . 

下 面 给 出 这 个 傅 里 叶 级 数 收敛 于 函数 f(z) 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 1 如 果 以 2x 为 周期 的 函数 f(z) 在 区 间 [ 一 x,x] 上 满足 :1° 连 续 或 只 有 
有 限 个 第 一 类 间断 点 ;2" 只 有 有 限 个 极 值 点 , 则 f(x) 的 健 里 叶 级 数 在 区 间 [ 一 x,xt] 
上 收敛 , 且 它 的 和 

(a) 当 z 为 f(z) 的 连续 点 时 ,等 于 f(x); 


(b) 当 z 为 f(z) 的 间断 点 时 ,等 于 寺中 十 人 2 一 3， 


Ce) 当 过 为 [一 rr] 的 端点 时 ,等 于 一 吓人 一 0 
例 1 设 f(x) 是 周期 为 2x 的 函数 , 它 在 区 间 [ 一 x,x] 上 的 表达 式 为 


ZL， 一 Tr 委 过 委 0， 
7 一 区 0<<z<r， 
将 /xz) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 ， 
解 ” f(z) 在 [一 x,xj 上 满足 定理 1 的 条 件 . 由 (8. 19) 式 得 傅 里 叶 系数 为 
“= | fdr = 1 zdz a, 


x 0 
Qu 一 过 | f(zx)cosnrdz = 到 | Tcosnzdz 


pe es 十 SOsnz 


0 
1 
元 n n2 ] = 二 1 一 (一 1) ]， 


于 0 
b, = x| fz)sinnzrdz = 加 | xsinnzdx 





1 xXcosnr ， sinnz (一 1)"+! 
一 一 十 2 二 二 一 一 
n n n _x n 


所 以 f(x) 的 储 里 叶 级 数 展 开 式 为 
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f(x)= 多 十 2 ancosz 十 bsinnx) 


区 
二 一 才 十 去 


之 cosz 十 十 Bacos5z 十 -| 





十 | sinz 一 Zsin2z 十 sinax 一 | (— Xr a). 


当 z= 土 x 时, 按 定理 1 上 式 有 端的 全 里 时 级 数 收 和 于 和 
太一 r 士 0) 十 Jr 一 0) 一 r 二 0 x 


2 2 2 
利用 已 知 的 傅 里 叶 级 数 ,可 以 简便 地 求 出 一 些 数 项 级 数 的 和 . 例如 ,在 上 式 中 
令 Z= 一 0, 我 们 得 











2 1 1 
0 一 一 于 十 过 | 1 十 击 十 二 
即 
工 1 
1 十 天 十 南 十 …… 一 瑟 ， 
例 2 设 f(z) 是 周期 为 2x 的 函数 , 它 在 区 间 [ 一 x,x] 上 的 表达 式 为 
一 1， 一 T 委 上 0， 
/=| 1 ， 0<t<r， 
将 f(z) 展 开 成 健 里 叶 级 数 . 


解 ”函数 .Ai) 在 (一 r,z) 只 有 一 个 间断 点 上 一 0, 满 足 定理 1 的 条 件 . 下 面 求 
了 (2) 的 健 里 叶 系 数 ， 
x 0 A 
“= x fOr Dat i (D+1-0, 
,一 二 | fcosmdt 一 二 | 一 cosnt)dt 十 到 | cosned 


sinnt | 
nn 


; 0 
sinnt 
nn 


一 0， 








一 克 0 


La [4 多 
6, = 元 | f(sinndt 一 去 | .~ sinnt)dz 十 二 | sinntde 


0 如 
_ Cosnt cosnt! _ 2 nt 
xD 








把 求 出 的 系数 代入 (8. 20) 式 ,就 得 到 /7 GD) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 
CD) 一 了 >， 之 一 〈 一 1) Jsinnt 





一 入 L Isin C2n — 1)z 


= [sint 十 sin3t 十 二 sin5t 十 了 sin7t 十 ，…] 


(一 r<<Ct<<rit 天 0)， 


“267， 








当 t=0 时 , 侍 里 叶 级 数 收敛 于 


fC0+0)+f(0—0)_1—1, 
2 2 





0 . 


当 : 上 一 士 r 时 , 傅 里 叶 级 数 收 敛 于 
太一 r 十 0) 十 jx 一 0) 一 1 十 1 
2 2 
如 果 把 例 2 中 的 函数 ji) 理解 为 方 波 的 波形 函数 在 一 个 周期 内 的 波形 (周期 
27 一 2r, 幅 值 巨 =1, 角 频率 w 王 1), 那 么 上 面 得 到 的 展开 式 表 明 , 方 波 是 由 一 系列 
不 同 频 率 的 正弦 波 登 加 而 成 的 . 为 了 阐明 全 加 起 来 的 级 数 趋向 于 方 波 的 过程, 把 级 
数 的 部 分 和 逐渐 趋 近 于 这 个 间断 阔 数 f(z) 的 图 形 描 出 来 ( 见 图 8. 3). 图 8. 3A 是 基 


波 生 sint 和 方 波 f(z). 图 8. 3B 中 虚线 是 基 波 和 3 次 谐 波 生 sin3, 实 线 是 它们 的 合 





一 0 . 
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成 波 . 图 8.3C 中 虚线 是 基 波 与 3 次 谐 波 的 合成 波 和 5 次 谐 波 让 sin5t, 实 线 是 它们 
的 合成 波 . 图 8. 3D 中 实 线 是 1 次 .3 次 .5 次 和 7 次 谐 波 的 合成 波 . 显然 可 见 项 数 取 
得 越 多 ,近似 程度 就 越 好 . 


8.4. 2 ”函数 展开 为 正弦 级 数 或 余弦 级 数 


(1) 奇 \ 偶 函数 的 健 里 叶 级 数 

奇偶 函数 的 积分 具有 一 些 特殊 性 质 , 利 用 这 些 性 质 来 求 它 们 的 傅 里 叶 级 数 ， 
可 以 简化 计算 过 程 . 例 2 中 的 孙 数 是 奇 函 数 , 它 的 傅 里 叶 展 开 式 中 只 有 正弦 项 . 这 
并 不 是 偶然 的 巧合 ,一 般 我 们 有 下 面 的 结论 : 

1) 奇 函 数 f(z) 在 [一 x,n] 上 的 储 里 叶 系 数 为 


or = 0 b= | fsinnzdz; (8. 21) 
即 奇 函 数 的 傅 里 叶 级 数 是 正弦 级 数 (sine series) 
Shsinnz. 
2) 偶 函 数 /(z) 在 [一 x,z] 上 的 伟 里 叶 系 数 为 
a = | freosnzdz,b, = 0; (8. 22) 


即 偶 函 数 的 健 里 叶 级 数 是 余弦 级 数 (cosine series) 
疝 十 Darcosnr 。 


例 2 中 的 函数 是 奇 函 数 , 有 了 这 个 结论 ,就 可 以 不 必 计算 w ,显然 可 以 大 大 减 
少 计算 量 . 

例 3 把 函数 f(z)==z( 一 x 人 zn) 展开 为 储 里 叶 级 数 . 

解 f(z) 是 奇 函 数 且 满 足 定理 1 的 条 件 , 故 只 须 求 传 里 叶 系 数 6,、 


,一 二 | .cz)sinnzdz 一 | zsinnzdz 
To To 


= 二 | -- ose | Slngz | = 二 ( 一 1 yo ， 
0 


9 n nz 


故 函 数 f(z)==z 的 侍 里 叶 级 数 展开 式 为 
工 一 >， 过 (一 l)"tisinnz (~ Xx<r < n), 


当 z= 土 + 时 ,f(z) 二 zx 的 伟 里 叶 级 数 收敛 于 
Zr 十 0) 士 Fr 一 0 一 xz 十 r 
2 2 





0 ， 


(2) 函数 展开 为 正弦 级 数 和 余弦 级 数 

生物 医学 信号 ,如 心 电 、 脑 电 等 信号 的 自 变量 1 均 大 于 零 . 为 了 分 析 这 些 信号 ， 
有 时 需要 把 定义 在 区 间 [0,xj 上 且 满 足 定理 1 的 条 件 的 函数 XGO) 展 开 成 正弦 级 数 
或 余弦 级 数 . 我 们 采用 的 方法 是 ;在 区 间 ( 一 x,0) 内 补充 函数 Adz) 的 定义 ,使 f() 在 
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(一 fx 上 成 为 奇 (或 偶 ) 函 数 玉 (0). 然后 将 (2) 展开 成 正弦 (或 余弦 ) 级 数 .再 限制 
t 在 区 间 [0,x] 上 ,于 是 便 求 得 /oO) 的 正弦 (或 余弦 ?级 数 . 

按 这 种 方式 拓 广 函数 定义 域 的 过 程 叫做 奇 (或 偶 ) 延 拓 . 

实际 计算 时 ,只 须 将 [0,xj 上 的 函数 f(z) 视 为 (一 x,xj 上 的 奇 ( 或 偶 ) 函 数 , 展 
开 成 正弦 (或 余弦 ) 级 数 ,再 将 该 级 数 限制 到 [0,xJ 上 即 可 . 


例 4 


把 函数 f(x) 二 x 十 1(0 声 xXx 声 7) 展 为 余弦 级 数 . 


解 将 f(z) 视 为 (一 x,x] 上 的 偶 函 数 ,由 (8. 22) 式 得 傅 里 叶 系 数 为 


= 二 | +Ddz= 全 [各 +z] 二 x 十 2， 


Qn 二 了 (Zz 十 1)cosnzxdz 


x 





2 Fzxsinnx COsnx sinnz 
x n + tT 


0 
二 2 (cosnx 一 1) 
nn 


__ 4 
(27 一 1)2r“ 


所 求 余弦 级 数 展开 式 为 


A 
Zz 十 1= 2 


oo 


十 1 2 ca 1 cos(2n — 1)x 





十 1 一 人 (cosz 十 地 cos3z 十 cos5z 十 …) (0 过 工 芯 7), 


8. 4. 3 周期 为 27 的 函数 的 健 里 叶 级 数 


前 面 讨论 了 周期 为 2 的 函数 的 伟 里 叶 级 数 ,利用 它 求 出 了 定义 在 [0,x] 上 的 
生物 医学 信号 的 传 里 叶 级 数 . 但 实际 上 遇 到 的 大 量 生物 医学 信号 将 是 定义 在 [0,T] 
上 的 . 所 以 我 们 还 必须 讨论 周期 为 27 的 函数 的 健 里 叶 级 数 . 

定理 2 设 周期 为 27 的 函数 F(z) 在 [一 T,T] 上 满足 :1* 连 续 或 只 有 有 限 个 第 


一 类 间断 点 ;2 只 


有 有 限 个 极 值 点 . 则 f(z) 的 健 里 叶 级 数 为 


2+2 


ancos TT 十 bsin 2 ， (8. 23) 





其 中 傅 里 叶 系数 a,,6, 为 


工作 Us 
an 一 去 | fx)cos 人 dz (n = 0,1,2.), 

7 i (8. 24) 
4 一 未 | fC)sin Sedz (2 一 1,2,3…)， 


在 [一 7,T]J 上 收敛 ,其 和 
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(a) 当 z 为 (x) 的 连续 点 时 ,等 于 f(z)， 
(zx—0) 








一 了 十 0) 十 f(T 一 0) 
(0) 当 z 为 [一 T,7] 的 端点 时 ,等 于 太一 人 十 
由 定理 2 不 难 推 得 如 下 结论 ， 
1 定义 在 [0,7] 上 的 函数 f(z) 的 正弦 级 数 为 


- ， 

Dosin FE |6, = 主 | fC)sin 号 dz|， (8. 25) 
0 

n=] 


2) 定义 在 [0,T] 上 的 函数 f(x) 的 余弦 级 数 为 





a - nnz 2 nnz | 
2 十 os Tr a = |,f (eos T GZz|. (8. 26 ) 


例 5 把 函数 jz)= 王 z 十 1(00 委 z 和 TD) 展 为 余弦 级 数 ， 
解 f(z) 满足 定理 2 的 收敛 条 件 , 由 (8. 26) 得 


T 2 T 
ao= 玫 |,(z+Ddr 一 至 [于 十 z] = 二 2， 


2r nnx 
0r 一 到 | ,cz 十 1)cos T dx 











2 [Tr mr ， 72 nz, Tar] 
= 这 | 茎 sn T 十 CRXJ5c0s T isin T | 
一 Ti Ccosnr — 1) 
__ 47 
m2n 一 1) 和 
故 /xz) 的 余弦 级 数 展开 式 为 
加 Sm 4 1 (22 — 1)nz 
tlt1l- x (下 二 cos 二 
= 他 十 1 委 [cos 至 + 吉 cos Ee (0 达 z 世 TT) 


例 4 是 本 例 的 特例 , 令 卫 =x 即 得 例 4 的 结果 . 
8. 4.4 周期 函数 的 频谱 分 析 


分 析 生 物 医学 信号 时 , 常 将 周期 性 的 信号 (如 心血 管 系统 的 信和 号) 展开 成 傅 里 
叶 级 数 ,以 分 析 它 所 含 的 各 频率 成 分 ( 基 波 及 各 次 谐 波 ) 的 振幅 随 频 率 变 化 的 分 布 
情况 ,从 中 捕捉 隐 含 于 周期 现象 中 的 主要 周期 成 分 ,并 进一步 确定 其 与 人 体 的 生理 
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及 病理 条 件 的 关系 ,这 种 十 分 有 用 的 方法 叫做 频谱 分 析 . 

设 生 物 医学 信和 号 f(t) 是 以 27 为 周期 的 非 正 获 函数 ,由 (8.23) 式 得 它 的 健 里 
叶 级 数 展开 式 为 
十 sin 一 |， 


nnt 
QCOS 


T 





其 中 健 里 叶 系 数 ap 为 
= 二 [feos di, (n= 0,1,2,"), 


1[" osin ee 03. 
六 一 大 | ,f(sin Tdt. (n= 1,2,3,.). 








f(4) 的 次 谐 渡 [ ,二 w nn 二 2 .一 开 
anCOSwnt bnsinwt = Ansin (wt + 9 ) 
的 振幅 为 


A,= Vai+b? (n=1,2,3,.…)., 


它 描述 了 各 次 谐 波 的 振幅 随 频 率 变 化 的 分 布 情况 ,使 各 次 谐 波 对 f(z) 的 贡献 
大 小 一 目 了 然 . 

为 了 更 直观 地 分 析 各 次 谐 波 对 f(z) 的 贡献 ,以 频率 w 为 横 轴 , 振 幅 4 为 纵 轴 ， 
描 出 各 次 谐 波 的 频率 w 与 其 振幅 4, 的 关系 图 . 把 它 称 为 f(z) 的 频谱 图 ,把 4, 称 
为 (4) 的 振幅 频谱 (简称 为 频谱 ). 

下 面 以 实例 示范 怎样 对 周期 函数 f() 进 行 频 谱 分 析 . 

例 6 设 f(z) 是 周期 为 27 的 矩形 波 ,在 一 个 周期 27 内 的 表达 式 为 


0， 一 7 委 ! 上 于 一 r， 
GD 一 1 五， 一 Ts: 上 雪 r， 
0， T<< 二 了， 


试 作 f(z) 的 频谱 分 析 . 
解 ” f(z) 为 偶 函 数 , 健 里 叶 系 数 6 二 0, 健 里 叶 系 数 a, 为 


T 
ae 一 到 | f(t)di = 六 | sd: = 2 
了 
an 一 地 | ,fleeos 嗓 zztdy 一 a Ecos dt 一 到 sin ， 
了 (2) 的 侍 里 叶 级 数 展开 式 为 











Er , 2E, nn 
一 : T 十 2 nas 克 COsnwit, 
2T_X 
f(z) 的 频谱 为 
2E 
A al = 下 
2E 1 nr 一 .。 
A,= la,| = zc sin T | (n= 1,2,3,.). 


若 令 T=4r,r=1,E=x 得 (w 一 二 ) 


zz SL 
f(t)= 4 十 2 之 ， nsin cosnowt 





一 和 | ~M 2 coswt 十 cos2wt 十 了 cos3wt 一 2 人 cos5wi 十 中， 
ET 2|. nn = ,。 
4 一 2 ,4 一 n |sin 7 (n= 1,2,3,."). 








下 面 先 画 出 f(z) 的 频谱 表 , 然 后 作 频 谱 图 (图 8. 4). 











图 8.4 


频谱 图 中 模 坐 标 w 处 的 垂 线 叫做 谱 线 . 根据 谱 线 的 高 低 ,可 以 很 直观 地 看 出 
哪些 谐 波 的 振幅 大 ,哪些 谐 波 的 振幅 小 . 即 哪些 频率 成 分 对 Fa) 的 贡献 大 ,哪些 频 
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率 成 分 对 f(z) 的 贡献 小 . 抓 位 了 这 个 主要 矛盾 ,所 讨论 的 实际 问题 就 迎刃而解 了 . 
例 7 试 对 函数 
一 1， 一 T 委 :上 <0， 
1O=1 1 ， 0<+<r， 
作 频 谱 分 析 . 
解 由 例 2 知 Fi) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 (w=1) 


f= | sintt dsingt dsinstt sin7et 。 
了 Q) 的 频谱 为 


4 一 0， A2+1 二 
f(z) 的 频谱 表 和 频谱 图 如 下 : 


4 Oo 
(2n 1)nx (2 一 0,1，2， ). 














从 频谱 图 8. 5 可 以 看 到 ,1 次 谐 波 对 f(z) 的 贡献 最 大 ,3 次 谐 波 次 之 ,5 次 谐 波 
再 次 之 ,读者 将 此 图 与 图 8. 3 对 照 分 析 ,一 定 会 加 深 对 频谱 分 析 的 理解 ,并 从 
中 得 到 有 益 的 启示 . 


-| 
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习题 8 
1. 写 出 下 列 级 数 的 前 4 项 : 
cop pst 2 如 
(3) > cs (4) Dsin 
(5) 半天 (© Dt 


. 写 出 下 列 级 数 的 一 般 项 . 
1 1 1 1l... 
(1) 十 才 十 6 十 及 十 ; 
(2) (V 2—1)+(vV 3—~V2)+CQ—~V 3)+Y 5 et; 
(3) 字 一 也 十 仿 一 主 十 …，; 
(4) sinz 十 二 sin3z 十 二 sin5z 十 二 7 sin7Z 十 "…， 
(5) z 十 苛 十 车 十 下 十 …; 
{1,1 1 1 1 1 
(6) | 3+ 当 + 去 + 喜 ++| 5 十 
. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 ， 
53 


54 
(1) 二 -和 + 入 gt 


(2) Ll 
G3) | 
1 





1 1 
《4 1 3 十 5 十 DD 
1 


(5) 亏 二 证 十 工 人 十 让 0 十 … :十 汕 六 十 十 : 2 


十 …; 


(6) cosxr 十 cos 了 十 cos 本 十 cos 全 十 


. 用 比较 判别 法 ,判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 ， 


Tt < 1 
GD Ssings (2) 2 而 二 0 


2 
(3) 一 一 一 一 一 ; . 
儿 nln? 十 1) ‘4 De a” ‘> 0) 
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和 


9 
1-.813 2 二 + Tt 





(1) 
~ 2 
(2) Di 
n=] 8 


ee 


(3) >》) 元 


n=] 





n 


(0 3 ry. 
6 判别 下 列 级 数 是 否 收敛. 如 果 收 化 ,是 绝对 收 伍 ,还 是 条 件 收 训 ? 


并 91. 
GD 了 一 二 十 可 一 和 十 和 


(2) (一 Drsin 证 


n=] 





《a 不 等 于 负 整 数 ); 


(4) > (一 1)"cos 全 (a 为 常数 ). 


用 一 】 


7. 求 下 列 等 级 数 的 收敛 半径 
Xx: x 
(D117z+p— 





(2) z+ 全 zr 二 各 十 十 也 一 
® De rt 
8、 求 下 列 逢 级 数 的 收敛 区 间 ， 


2 











(1) Snr’, 
=1 
x ri zt 
让 2. tt 2 
Xz? ZX3 
Ts rr 


(4) > orz (0<a<l); 


nn 二 ] 


9. 求 下 列 级 数 的 和 函数 SCz)， 


ztl 
(1) 之 mri (lzl < 1)， 





(2) 7 (lz| < 1); 





(3) Dp zn (lz| < 1)， 并 求 级 数 人 了 于 与 二 





立 | 的 和 . 
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10. 把 下 列 函 数 展开 成 z 的 客 级 数 ,并 确定 其 展开 区 间 : 
(1) f(x)=sin’z; 
(2) f(x)=In(2+z); 
(3) f(x)= (1 二 Tr)e ™”; 


(4) f(z)=In Ni 


(5) f (x)= 


11. 将 下 列 范 数 在 指定 点 处 展开 成 震级 数 ， 
(1) f(x) = lnzx,x = 1; 





(2) f(x) = cosz,x 一 一 
12. 计算 下 列 函 数值 的 近似 值 : 

(1) 二 ,精确 到 小 数 点 后 第 4 位 

(2) cos1°, 精 确 到 10; 


(3) sin9°, 精 确 到 10-5. 
13. 计算 下 列 定 积分 的 近似 值 : 


QD | senzdz, 精 确 到 小 数 点 后 第 3 位， 
四 


| 


G) 六 卫生 二 ,精确 到 10 一 
14. 利用 函数 jn 二 的 震级 数 展开 式 , 求 数 项 级 数 


: rm 








+ 可 | 号) 十 中 ) 十 ” 十 元 
15. 求 im[z 一 zln(1 十 十] 
16. 试用 短 级 数 解 法 , 求 微分 方程 
2" 
y(0)=0,y' (0)=1 
的 特 解 . 
17. 利用 宪 级 数 解法 , 求 微分 方程 
| 有 > 一 一， 
3》(0) 一 0,y (0)=1 
的 特 解 . 


18， 利用 欧 拉 公式 求 级 数 >， sinaz 的 和 | 
19， 利 用 传 里 叶 级 数 一 节 里 的 例题 1 求 下 面 数 项 级 数 的 和 ， 








20. 把 下 列 函 数 展 为 傅 里 叶 级 数 : 

(1) f(x)=rx’: (一 r 委 z 委 rr) ; 

x 十 XTX (一 A 之 ZX 过 0) 

(2) /n= (0 一 xz 二 四， 
(3) F(z)=r 一 (0 委 z 委 x) ( 展 为 余弦 级 数 ); 
(4) f(z)=e” (a 关 0), (0 之 x 过 x) ( 展 为 正弦 级 数 ); 
0 (一 了 委 Zz 魏 0) 
2 (0<z<T)， 

21. 对 傅 里 叶 级 数 一 节 里 的 例题 6, 令 rz= 一 1; 巨 =r, 然 后 分 别 求 出 了 一 2r 和 了 
一 6r 时 函数 f(z) 的 频谱 并 画 出 频谱 图 . 


(5) f=| 
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习题 8 答案 


li2.3.40.... 
1. (1) + 了 二 二 ; 


写生 二 三 了 
(2) 1 十 于 十 10 十 17 十 六 3 





1 ,2! ,3! ,4! 
(3) 下 十 4 十 四 十 8 二 


(4) sin 于 十 sin 六 二 sin 十 sinx 十 …… 


(5) cosrt 


1 1 1 1 
(Tota 3ta. ali st" 











2. (1) ww 一 过 (2) as 一 人 /2 十 1 一 人 723; 
(3) wu 一 (一 1 一 :2 1 (4) 4s= Lsinnz,; 
n n 
2 l,l1 
(5) an 一 7 (6) Qn 


3. (1) 几何 级 数 , 公 比 为 一 半 , 收 伍 ， 


| "llil,. 
(2) 2 了 二 > 官 六 二 本 2 三 发散， 


(3) 级 数 由 收敛 级 数 > 六 和 了 机 对 应 项 相 加 而 成 , 收 全 














(4) 级 数 的 一 般 项 a, = 沁 | 吉 上 了 一 训导 | ,前 项 的 和 5 一 二 一 
1 1 
mi2 ”2 十 ) ,收敛 ， 
(5) 级 数 由 收敛 级 数 》) 去 和 发 散 级 数 》 二 = 十 3 二 对 应 项 相 加 而 成 ,发 数 


(6) 因为 lim a, = lim cos 二 1 关 0, 发 散 . 
TT ,ll 
4. (1) Sin 5+ S77 = 六 ,收敛 ， 
(2 十 1)(2 十 4) 、712 7 ~ 
(3) -一 一 -一 一 2- . - 工 , 收 笋 
Vnnis1) 723/2 ns/2? ’ 
(4) 当 w>1 时 ,一 3 一 立 =3 .| 工 


n+a” a 


(2) 





n 


,收敛 ; 
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3 1 
当 0<c 雪 1 时 ， i 之 全 一 3 5 发散, 
Ge 9 9 » 
5 0 lm -limi ' 8 一 8 发散 
2 
(2) lim e+ =lim 1. 和 一 3 ,收敛 
(3) lim 守 局 一 im 六 . 0 = 三, 发散, 
(4) lim~ 4a —lim or = 元, 收敛 
6. (1) 所 给 级 数 是 莱 布 尼 兹 级 数 , 但 是 |a。 | = 细 > 2 > 一 二 , 故 级 数 条 件 
收敛 . 
1 
Sin 7 





(2) 因为 |4,| = sin 点 ,而 lim 二 1, 故 级 数 绝对 收敛 . 


三 








(3) 因为 la| = 万 二 ,而 im J = lim = 1, 故 级 数 条 件 收敛 


ne |n 十 可 


n 


(4) 因为 lim cos 和 二 1 关 0, 发 散 . 














a 
"0 im S| -lin li) -L871 
: Cn 十 1 _ 722 十 ] 1 
Dlim ge |-lm2 rri R= 
。 Ca 二 1 
3) lim| a | himati RL 
8 0) fim | 各 |= lim 二 一],R 一 1. 当 z 二 土 1 时 ,级 数 为 


227( 士 1)", 发 散 . 收敛 区 间 为 (一 1,1). 


广 ,R 一 2. 当 z 一 2 时 ,级 数 为 1 一 


， Qntl 1 
Dlim| |= lm 3 = 2 


一 闻 十 …, 收 伊 ; 当 z 一 一 2 时 ,级 数 为 一 1 一 立 一 于 一 十 一 …, 发 
散 . 收敛 区 间 为 (一 2,2]. 











1 
ts 














» Ca 二 1 3” 一 允 1 、 
(3) lim a |= lim mtD i) 一 3'R= 3. 当 z= 3, 级 数 为 
oo 37 
2 A ,一 般 项 a, 一 不 趋 于 零 ， 发 散 ; 同 理 , 当 xz = 一 3 时 发 


散 . 收敛 区 间 为 (一 3,3). 
| Jim a”t! = 0,R 一 十 oo. 收敛 区 间 为 (一 ceo， 十 co)， 


N00 





(4) lim 


四 -CO 








n 
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Dec 


4 


(dz| <1D.SCz) = Dr = 一 一 . 


一 并 








9. GD 令 S(z) = 5 
和 4n 十 1 


2 一 1 








5C) = | tnd = Jin 工 二 和 十 Farctanz 一 Zz 


(2) SC) = Dnr = Dt Dr 而 Dr 人 yz) 
n=1 n=1 n=1] n=] 


Sy (2 十 Dz ,| yod: 一 > | 十 1)t"dt 一 Dy rt 
21 0 n=140 n=1 


zx’ x |, 1 
7* 即 yz) 一 | 二 | (zx) 1, 故 SCz) 





1 并 


一 2 1 一 并 
(3) S(r) 一 > (一 1)"™" 3 zx” EY (x) = > (一 1yna4+1z2rD 


oo 











= DD = T= 一 上 一,Scz) = sod = “dt 














20 01 十 刀 
_ (一 121 3)" V3e STM) 
= arctanzx. 故 六 om il) = 3 2 on 7 
一 3 arctan 
2 2 
1 1_ lS 1,. (2)” 
10. (1) sin’z= 2 (1 一 cos2z) 一 > 一 了 2 1) (Con) 





~ 2n 一 1 
= DT x, rE (一 co 十 oo)， 


(2) ln(2 十 z)=ln2 | 1 十 至 | 


-In2+in| 1+ 夺 | Inz+ > 一 。 [三 | ZE (一 2.2]. 


(3) f(z)=e—+ ze-*= >) 1 —z)"+z 2 Cz 


n=0 


-3 1)" 三 | 


XE(—0 co) 


ly "(1 一) 二， 





(4) f(z)= [ln(l+z) —In(1—z)] 


_1 < nm 二 天 一 《一 )” 
=3[D 2 1 加 ] 


n=] 





~ n a 2n—1 
= 和 [+( 一 2) 大 = 和 2 车 一 ,TE (—1,1). 








> in 袜 | 王 .| 。 
(5) 设 池 一 和 anz", 由 sinx， 中 7 一 得 : 一 3 [十 5 51 (ao 十 


sinz 
1 


7 
qr 二 azz 十 … ee 一 0,a 一 360， 


… 故 二 





二 1 十 上 6 ?十 十 … 


sinx 


9 ZE (0,2]. 





11，(1) lnz 王 ln[L1 十 (z DJ ee 


Ls 


(2) cosz=cos| | <+ 亚 | _ 开 


3 sin[ z+ 亚 | 


上 -区 


加 Tn oo Tantl 
1Yy 3 MEVY 
2 520 (2n)1 2 =0 (2n+t+1)1 








~ 村 2n 工 2m 十 1 
= ta 二 3 (z 十 3) | 


"0 2(2n)! 2(2n 二 1)1 
XE(—00, 二 0o0) 
12. (1) 取 字 一 训 一 走 十 让 一 … 的 前 6 项 0. 3674; 
e 2!1 3! ， 


o 7 ,1 2 vb ow 。 
(2) 取 cos1°==cos 180™! 21 (180) 十 … 的 前 2 项 ,cosl*=<z0. 9999; 


(3) sin9"sx0. 15643. 
13. (1) 0.100; (2) 2.0000; (3) 0. 494， 











1 
14. ln5. 
1 
15. 2 
x ba 
16. 2 一 Z 十 了 。 4 十 3 4.6. 7t"" 
一 一 ZX” 
17. y= 2 ty 
18. 2 ST em , sin(sinx) . 
n=0 nil 
A 
19. rE 
20，(1) ae 十 元 | zadz 一 0, 一 去 | ， Xicosnzrdz = (— 1)": 三 名 一 


| Xisinnzdx = 0. zx? = 于 十 D1 2COS7T， 工 G [一 xx]. 


~ 


COS3X COSDX 


(2) f(z) 一 也 十 全 (cosz 十 32 十 82 十 …)， 并 和 (一 rr). 


(CG) 一 一 六 十 tA osnz, TE (0,7). 
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(WW = De] TE Sinnz, XE (0,n). 
0 n+ < lz <T. 
. 人 一 2r 时 ， 
2Er_2Er_ 
4 T or 一 
2E | nr 
4 nn 下 
一 二 sin 2 (n=1,2,3,.). 
n 2 
了 T=6r 时 : 
2Er 2rr x 
4 一 T 6r ”3 
2E | nnr 
4 一 二 元 











= 二 | sa 到 | (n=1,2,3,.). 
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概率 论 (probability) 是 高 等 数学 的 一 个 分 支 , 它 是 研究 随机 现象 出 现 的 可 能 性 
的 科学 . 因此 在 研究 方法 与 思维 方式 上 有 独特 之 处 , 从 某 种 意义 上 说 ,概率 论 既 弥 
补 了 微 积 分 的 不 足 , 又 充实 了 微 积分 的 内 涵 ,因为 许多 客观 现象 只 能 用 概率 论 的 方 
法 去 研究 ,而 研究 过 程 中 又 需要 用 到 微 积分 知识 . 

概率 论 是 统计 学 的 理论 基础 ,同时 ,在 临床 决策 和 遗传 学 中 亦 有 广泛 应 用 .本 
章 主 要 介绍 随机 事件 及 其 概率 、 随 机 变量 .分 布 函数 以 及 随机 变 基 的 数字 特征 ,为 
后 继 学 科 一 一 统计 学 、 诊 断 学 和 遗传 学 等 学 科 的 学 习 打 下 基础 . 


9.1 随机 事件 


前 面 几 章 研究 了 函数 的 某 些 特 性 ,这 些 特 性 的 共同 之 处 就 是 它们 的 确定 性 , 然 
而 在 我 们 的 研究 领域 中 还 存在 着 大 量 的 无 法 确定 结果 的 现象 . 例如 测量 人 的 肺 活 
量 , 即 使 年 龄 身高 .体重 ,人 性别. 职业 都 相同 ,所 测量 的 肺活量 也 会 有 差别 . 就 是 同 
一 个 人 ,重复 测量 也 不 会 每 次 都 相同 . 自然 界 的 这 种 不 确定 性 称 为 随机 性 . 本 节 介 
绍 随机 事件 及 事件 间 的 关系 . 


9.1.1 随机 试验 和 随机 事件 


在 一 定 条 件 下 ,事先 不 能 预料 结果 (没有 确定 结果 ) 的 试验 称 为 随机 试验 . 随机 
试验 的 各 个 结果 称 为 随机 事件 (random events) ,习惯 上 用 4,B,C… 等 表示 ， 

随机 事件 的 例子 举 不 胜 举 . 

例 1 一 个 口袋 里 有 质地 、 大 小 相同 的 5 个 红 球 ,5 个 白 球 . 从 中 随意 取 2 个 ， 
可 能 有 3 种 结果 ， 

4: 取出 的 两 个 都 是 白 球 ; 

B8: 取 出 的 两 个 都 是 红 球 ; 
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C: 取 出 一 个 白 球 .一 个 红 球 . 

取 两 个 球 的 试验 是 随机 试验 ,因为 它 没有 确定 的 结果 ,4,B,C 是 试验 的 结果 ， 
在 每 次 试验 中 它们 可 能 发 生 , 可 能 不 发 生 , 因 此 称 为 随机 事件 . 

例 2 50 个 病人 都 服用 某 一 种 药 , 观 察 有 多 少 人 治愈 ,这 个 试验 是 随机 试验 ， 
因为 事先 不 可 能 确定 治愈 的 人 数 .试验 的 结果 可 以 有 很 多 ,“45 人 治愈 "是 其 中 一 个 
可 能 的 结果 , 称 为 随机 事件 . 

例 3 对 4 个 人 进行 乙肝 表面 抗原 试验 ,试验 的 结果 可 能 有 5 种 ， 

4:4 个 都 为 阳性 ; 

B:3 个 为 阳性 .1 个 为 阴性 ; 

C:2 个 阳性 、2 个 阴性 ， 

DD:1 个 阳性 、3 个 阴性 ; 

万 :4 个 都 为 阴性 . 
事件 4,B8,C,D,E 都 为 随机 事件 . 

作为 随机 事件 的 特例 ,我 们 介绍 另 两 种 事件 : 

必然 事件 :随机 试验 中 (在 一 定 条 件 下 ) ,必然 出 现 的 事件 称 为 必然 事件 , 记 为 
U. 

不 可 能 事件 :随机 试验 中 (在 一 定 条 件 下 ) ,必然 不 出 现 的 事件 称 为 不 可 能 事 
件 , 记 为 V. 

例 4 有 10 个 同类 产品 ,其 中 9 个 正品 ,1 个 次 品 . 从 中 任意 抽取 3 个 , 若 事 件 
4 表示 “其 中 至 少 有 2 个 正品 ,事件 B 表示 “其 中 没有 正品 ”. 则 事件 4 为 必然 事 
件 , 事 件 B 为 不 可 能 事件 . 


9.1.2 事件 间 的 关系 
为 研究 事件 ,我 们 需 讨论 事件 间 的 关系 . 了 


(1) 包含 与 相等 ,两 事件 之 差 
如 果 事 件 4 发 生 , 则 事件 B 必然 发 生 , 称 尼 包含 4 N\ 
记 4S8( 图 9.1). 


如 果 4SB 且 BSA4, 则 称 事件 4 与 召 相等 , 记 为 4 


=B. 图 9.1 
如 果 4 发 生 而 B 不 发 生 , 称 为 事件 4 与 妇 的 差 , 记 
为 4 一 下 (图 9.2). U 
例如 测量 50 个 人 的 体重 ,事件 A 表示 体重 大 于 
60kg,B 表示 体重 大 于 50kg, 则 ACCB, 体 重大 于 50kg 但 给 
小 于 或 等 于 60kg 的 事件 为 已 一 4. 办 
(2) 事件 的 和 
事件 4 与 事件 B 中 至 少 有 一 个 发 生 , 这 样 的 事件 称 图 9.2 


为 事件 4 与 的 和 , 记 4+B 或 4UB( 图 9.3). 从 图 中 
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可 看 出 4UB 通常 包含 3 个 部 分 :四 4 发 生 而 B 不 发 
生 ;@B 发 生 而 4 不 发 生 ;@4 和 B 痢 发 生 . 

例如 事件 4 表示 “ 甲 的 血清 含 肝炎 病毒 ”", 事 件 B 
表示 “ 乙 的 血清 含 肝炎 病毒 *, 事 件 C 表示 “甲乙 混合 血 
清 含 肝炎 病毒 ”, 则 C= A 十 B. 

类 似 可 定义 n 个 事件 之 和 :4 十 4 十 … 十 4, 表示 
图 9.3 事件 A;, A:,…, 4, 中 至 少 有 一 个 发 生 . 

(3) 事件 的 积 

事件 4 发 生 , 且 同时 事件 B 发 生 ( 即 4,B 同时 发 
生 ), 称 为 4 与 8 的 积 , 记 4B( 图 9.4). 

显然 4B=BA. 

例如 4 表示 症状 “咳嗽 ”,B 表示 症状 “发 烧 ”, 则 4B 
表示 “ 既 咳嗽 又 发 烧 ” 的 症状 . 

又 如 4 表示 “女性 ” 妃 表示 “肝炎 患者 ”, 则 4B 表示 

图 9.4 “ 女 肝 炎 患 者 ” 
类 似 可 定义 n 个 事件 的 积 : 4,4,…A4， 表示 Ai, A;， 
… ,4, 同时 发 生 . 

如 A4 表示 “色盲 ”,B 表示 “女性 ”,C 表示 “年 龄 10 岁 以 上 ”, 则 4BC 表示 “10 
岁 以 上 女 色盲 患者 ”. 

如 果 上 例 中 要 表示 “ 女 色 育 者 或 10 岁 以 上 色盲 者 ”这 样 的 事件 , 则 可 用 AB 十 
AC 表示 . 

(4) 互 不 相 容 事件 

在 试验 中 事件 4 与 事件 B 不 可 能 同时 发 生 , 即 4B=V, 则 称 4 与 B 互 不 相 








容 . 
例如 有 0,1,…,9 十 个 数字 ,从 中 任 选 两 个 数字 ,4 表示 两 数字 之 和 为 5,B 表 
示 两 个 数字 之 和 为 9, 则 A,B 互 不 相 容 . 又 如 检验 血液 中 白细胞 数 ,4 表示 白细胞 
数 在 6000 以 上 ,B 表示 白细胞 数 在 4000~7000 的 范围 内 , 则 4 与 B 可 同时 发 生 
《例如 某 人 白细胞 数 为 6500), 称 4 与 B 相 容 . 
(5) 对 立 事件 ( 道 事件 ) 
试验 结果 中 ,除了 事件 4 之 外 的 所 有 事件 之 和 , 称 为 4 的 对 立 事件 , 记 为 
显然 4 与 有 4 互 不 相 容 (4A==V) 征 A 十 二 =U. 
例 3 中 ,A,B,C,D,E 互 不 相 容 ， 
A+B+C+D+E=U, A=B+C+D+E. 
如 果 再 假设 4, 表示 至 少 有 两 个 阴性 ,4, 表示 最 多 1 个 阴性 , 4; 表示 至 少 3 个 阳 
.性 , 则 
4: 表示 2 个 阴性 .3 个 阴性 或 4 个 阴性 , 故 
A1=C 二 D+E. 
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As 表示 没有 阴性 或 一 个 阴性 , 故 
As 二 A 十 B. 
A 表示 3 个 阳性 或 4 个 阳性 , 故 
A; 二 4+B. 
且 4:=4;:( 只 是 表达 方式 不 同 )， 
由 逆 事 件 定义 还 可 知 ;42 一 4 或 4 一 4:. 
(6) 事件 运算 分 配 律 
妨 (4; 十 4 十 … 十 4) 一 玉 41 十 B4; 十 … 十 屯 4。 
(和 十 十 … 十 A4,)B 二 A1B 十 AsB 十 … 十 A,B 
考虑 一 个 比较 复杂 的 事件 ,可 以 将 它 分 解 为 一 些 简单 事件 的 运算 ,这 是 今后 解 
决 实际 问题 的 关键 一 步 . 

例 5 设 4,B,C 为 3 个 事件 ,试用 4,B,C 的 运算 来 表示 以 下 事件 . 
(a) DD:A 发 生 ,B 与 C 都 不 发 生 . 
解 B 不 发 生 表示 为 B,C 不 发 生 表示 为 C,B,C 都 不 发 生 表示 为 BC. 故 

Di=ABC. 
(b) DD;:A4A,B,C 中 至 少 发 生 一 个 . 
解 ”根据 事件 和 的 定义 知 

D:=A+B+C. 
(c) D;:3 个 事件 都 不 发 生 . 
解 根据 对 立 事件 及 事件 积 的 定义 知 

D;=ABC. 
(d) Ds:3 个 事件 中 恰 有 一 个 发 生 ， 
解 恰 有 4 发 生 即 ABC, 恰 有 8B 发生 即 BC, 恰 有 C 发 生 即 万 BC, 故 3 个 中 

恰 有 一 个 发 生 DAB CABC+ABC. | 

(e) D;: 不 多 于 一 个 事件 发 生 . 
解 D; 为 Ds 和 DD, 之 和 , 即 

D:=ABC+ABC+ABC+A BC. 


思 考题 


1. 设 A,B 为 互 不 相 容 事件 ,它们 是 否 为 对 立 事 件 ,反之 怎样 ? 试 举例 说 明 . 
2. 事件 4 与 刀 互 是 否 相等 ? 

3, 事件 4 十 B 怎 么 用 有 ,万 来 表示 ? A 十 B 十 C 又 怎么 用 瓦 , 互 ,已 来 表示 ? 
4. 作 图 表示 忒 . 
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思考 题解 答 


1, 4,B 为 互 不 相 容 事件 ,但 不 一 定 为 对 立 事件 ,只 有 当 A 十 B==U 时 ,它们 才 
互 为 对 立 事件 ,反之 对 立 事 件 一 定 是 互 不 相 容 事件 .例如 , 掀 骨 子 的 试验 中 ,密度 均 
科 的 正方 体 氏 子 共有 6 面 , 设 事件 4 表示 向 上 的 面 出 现 6 点 ,事件 昌 表 示 向 上 面 出 
现 3 点 ,显然 4 与 已 互 不 相 容 ,但 4 与 已 不 是 对 立 事件 ,因为 除 A,B 之 外 还 有 出 
现 1,2,4,5 点 的 事件 . 又 如 A 表示 身高 宇 1. 80m 的 事件 ,BB 表示 身高 二 1. 5m 的 事 
件 ,A 与 B 互 不 相 容 ,但 互相 不 对 立 ,A 的 对 立 事件 A 为 身高 二 1. 8m 的 事件 . 

2. 考察 事件 AB, 它 属于 AB, 但 不 属于 AB, 故 AB 与 AB 不 相等 . 

3. 由 图 9. 3 知 A 十 B 的 对 立 事 件 为 4 万 , 故 A 十 B=U 一 A B. 

同 理 A 十 BC=U 一 ABC 

4， 略 . 


9.2 频率 与 概率 


随机 现象 的 特点 是 它 的 不 确定 性 , 亦 即 在 单独 一 次 观测 中 , 它 的 发 生 与 否 是 带 
偶然 性 的 . 但 是 ,多 次 重复 观测 ,我们 会 发 现 ,在 一 定 条 件 下 , 它 发 生 的 可 能 性 是 具 
有 一 定 规 律 的 . 概率 论 就 是 研究 随机 现象 出 现 的 可 能 性 的 科学 , 它 要 从 看 起 来 错 综 
复杂 的 偶然 性 中 揭示 出 潜在 的 规律 性 ,并 用 数量 来 加 以 刻画 . 本 节 探讨 这 种 数量 刻 
画 的 方法 . 


9.2.1 频率 与 概率 


先 考 虑 一 个 实例 , 丢 硬 币 时 出 现 正面 与 反面 完全 是 偶然 的 ,但 是 当 丢 硬币 的 次 
数 ” 增 大 时 ,出 现 正面 的 次 数 与 4 的 比值 m/n 您 来 您 接近 0, 5. 这 个 结果 一 般 人 
都 知道 ,不信 的 话 不 妨 自己 试 一 下 . 

定义 1 设 随机 事件 4 在 次 试验 中 发 生 m 次 , 称 比值 mx/n 叫做 随机 事件 4 
的 频率 (Frequency), 记 为 WC(A), 表 示 为 


W(4A) = 亚 . 

n 

显然 m<n, 任 何 随机 事件 的 频率 是 介 于 0 和 1 之 间 的 一 个 数 , 即 
0<WA) ZL. 


如 果 4 是 必然 事件 , 则 m=， W(4)==1; 如 果 4 是 不 可 能 事件 则 mx 二 0， 
W(A)=0. 


定义 2 设 随 机 事件 4 的 频率 W(4) 二 人 , 当 试 验 次 数 n 充分 大 时 ,W (4A) 在 
某 一 数字 P(A4) 附 近 摆 动 , 称 PC4) 为 随机 事件 4 的 概率 (probability). 显然 
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0 扫 P(4) 委 1. 
随机 事件 4 的 频率 与 我 们 进行 的 试验 有 关 , 例 如 丢 硬 币 的 试验 中 , 若 丢 40 次 
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Wi(4) 关 WC(4). 但 是 无 论 怎么 试验 ,W (4A) 都 接近 0.5, 表 明 4 的 概率 P(A) 是 客 
观 存在 的 ,与 试验 无 关 ， 

以 上 定义 为 统计 意义 下 的 概率 ,P(A4) 必 须 进行 大 量 试验 才能 得 到 ,试验 次 数 
越 大 ,PCA) 的 估计 值 就 越 准确 . 以 下 介绍 一 种 比较 简单 的 分 析 方 法 , 称 之 为 古典 意 
义 下 的 概率 . 


9.2.2 古典 概 型 


(1) 基本 事件 

定义 3 事件 Al 2， , 4, 设 

1) 在 试验 中 它们 出 现 的 可 能 性 相同 (等 可 能 性 ) ; 

2) 4:,4:，…,4, 互 不 相 容 ( 互 不 相 容 性 ); 

3) 在 一 次 试验 中 至 少 有 一 个 发 生 ( 完 备 性 ). 

则 称 4 ,4:，…,4, 为 基本 事件 或 称 41, 4,,… ,4, 构成 等 概 基本 事件 组 . 

例如 10 个 产品 ,从 中 抽取 3 个 , 则 等 概 基本 事件 组 有 Cj 个 基本 事件 ; 

从 0,1,…,9 十 个 数字 中 任 取 一 个 数字 ,A 是 抽 到 数字 4(& 一 0,1,…,9) 这 一 
事件 , 则 等 概 基本 事件 组 有 10 个 基本 事件 ; 

6 个 人 排 成 一 排 照相 ,因为 站 立 的 顺序 不 同 , 可 以 照 出 不 同 的 相片 , 故 等 概 基本 
事件 组 包括 6! 个 基本 事件 ; 

将 个 不 同 的 球 放 进 w 个 编 了 号 的 盒 中 ,每 个 球 可 以 放 进 其 中 任意 一 个 盒 
中 ,共有 N” 种 不 同 的 放 法 ,基本 事件 共有 N* 个 . 如 果 规 定 每 个 盒 中 只 能 放 一 个 
球 , 则 第 一 个 球 有 N 种 放 法 ,第 二 个 球 有 N 一 1 种 放 法 ,…… ,基本 事件 共有 NI 个 . 

(2) 古典 概 型 

定义 4 设 41,4:,…,A, 是 一 个 等 概 基本 事件 组 ,而 事件 4 是 由 其 中 某 m 个 
基本 事件 组 成 , 则 事件 4 的 概率 


P(4) 一 亚 . 
n 


显然 
0 委 P(4) 委 1 
例 6 从 0,1,2,…,9 十 个 数字 中 任 取 一 个 数字 , 求 取得 奇数 数字 的 概率 . 
解 ”基本 事件 总 数 N 一 10, 取 得 奇数 数字 的 基本 事件 数 为 5, 故 


P( 取 得 奇数 数字 ) 一 ;一 0. 5，. 


例 7 袋 内 有 质地 .大 小 相同 的 5 个 白 球 ,3 个 黑 球 . 从 中 任 取 2 个 球 , 求 取出 
两 个 球 都 是 白 球 的 概率 . 
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解 ” 设 取出 2 个 白 球 的 事件 为 4. 
因为 基本 事件 总 数 和 N= 二 28,4 所 包含 的 基本 事件 总 数 M 二 G3 二 10, 故 


例 8 在 入 个 同样 产品 中 有 MM 个 是 次 品 ,从 中 任 取 个, 求 其 中 有 m(m 二 M). 
个 次 品 的 概率 . 

解 设 4 为 n 个 产品 中 有 m 个 次 品 的 事件 

基本 事件 总 数 为 C%; 

m 个 次 品 的 取 法 有 C% 种 ; 

(x 一 m) 个 正品 的 取 法 有 C%-% 种 ， 
故 4 所 包含 的 基本 事件 总 数 为 C%C%-%， 

P(A)= 


例 9 平面 上 有 10 个 点 ,没有 任何 3 点 在 同一 条 直线 上 ,将 这 10 个 点 组 成 不 
同 的 三 角形 , 任 选 其 中 一 个 ,试问 恰 为 以 某 点 4 为 顶点 的 三 角形 的 概率 为 多 少 ? 

解 ”基本 事件 总 数 为 Ch = 120. 

以 4 为 顶点 的 三 角形 个 数 为 C3= 36. 

设 4 表示 事件 “以 4 为 顶点 的 三 角形 ”, 则 


CON 
Ch 


思考 题 


1 有 10 个 患者 服 某 种 药品 ,其 中 有 8 人 痉 合 ,试问 0.8 表示 什么 意义 ?能 否 说 
任 选 10 人 服药 ,其 中 必 有 8 人 疼 您 ? 

2， 概 率 等 于 零 的 事件 是 不 是 一 定 为 不 可 能 事件 ? 

3 如果 试验 的 基本 事件 为 无 穷 多 个 ,如 何 计算 某 事件 的 概率 ? 


思考 题解 答 


1 0.8 可 表示 两 个 意义 :1) 在 这 10 次 试验 中 ,出 现 治愈 者 的 频率 为 0.8; 2) 从 
这 10 个 人 中 任 选 一 人 ,此 人 是 治愈 者 的 概率 为 0. 8. 

如 有 果 任 选 10 人 服药 , 却 不 一 定 刚好 8 人 治 念 ,这 类 问题 将 在 89.5 讨论 . 

2. 概率 等 于 过 的 事件 不 一 定 是 不 可 能 事件 . 例如 园 表 上 有 一 根 以 圆心 为 支点 
的 指针 , 它 可 以 自 由 转动 ,那么 它 转动 后 停 下 时 ,指针 指向 圆 弧 上 某 一 国定 点 BB 的 
概率 为 零 , 但 不 是 不 可 能 事件 ， 

3. 如 果 试 验 的 基本 事件 有 无 穷 多 个 ,但 可 用 某 种 数量 特征 (如 长 度 面积) 来 
表示 其 总 和 ( 设 为 *), 并 且 事件 4 所 包含 的 基本 事件 也 可 用 同样 的 数量 特征 来 表示 
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《 设 为 1), 则 事件 4 的 概率 


例如 上 例 中 ,指针 指向 某 一 个 圆心 角 为 a 的 一 段 狐 上 的 概 洽 


oa 
P= 360: 


9.3 概 泰 的 基本 公式 


为 计算 较 复杂 事件 的 概率 ,本 节 介 绍 一 些 概 率 的 基本 公式 . 
9. 3. 1 概率 的 加 法 公式 


定理 1 设 事 件 4 与 8B 互 不 相 容 , 则 有 
P(A+B)=P(A4)+P(B). 

证 明 用 古典 概 型 加 以 证 明 , 设 等 概 基本 事件 组 共有 N 个 基本 事件 ,事件 4 
包含 Mi 个 ,事件 B 包 含 M, 个 .由 于 A、B 互 不 相 容 ,故事 件 4 十 B 包含 Mi 十 Mi 
个 . 所 以 
多 十 你 = P(A) 十 已 (B)， 
推论 1 设 4 ,4 ，…,4, 互 不 相 容 , 且 

4 十 4 十 … 十 4, 一 局 ， 





P(A++B)= 


Mi + M; 
N 


则 
P(4 十 4 十 … 十 4.) = 二 P(A40) 十 PC42) 十 十 PC4,)=1. 
推论 2 若 4 是 4 的 对 立 事件 , 则 
P(A)=1— P(A). 
推论 3 事件 4 与 B, 若 4 刁 B, 则 
P(A— B)= P(A)— P(B). 
定理 2 如 果 4,B 为 任意 两 个 事件 , 则 
P(4 十 有 8) = P(A) + P(B) — P(A4B). 
推论 设 4,B,C 为 任意 3 个 事件 , 则 
P(A+B+C)=P(A) + P(B) 十 PC) ~ P(AB) - PCBC) 
— P(AC) + P(ABC). 
例 10 一 批 产品 共 10 个 ,其 中 3 个 是 次 品 , 若 从 中 随意 抽取 2 个 , 求 有 正品 的 
解 1 设 4; 表示 有 一 个 正品 ,A 表示 有 两 个 正品 ,A 表示 有 正品 , 则 4, ,4; 互 
不 相 容 , 且 | 
4 一 4 十 4:. 
因为 
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CiC} 21 7 
P(A)= Ci 一 4 一 15， 
CC 21 7 
P(A,)= Ch 45 15° 
故 
P(4) = P(A + Ah;) = P(A) + P(A,) = 0.933. 
解 2 设 B 是 两 个 都 为 次 品 的 事件 ,4 为 有 正品 的 事件 , 则 
A 十 B=0 即 B= A. 
故 
_ CS 3 
P(A)=1—P(B)=1 Ge 一 1 一 站 二 0.933. 


例 11 电池 4 与 B, 若 4 损坏 的 概率 P(A)==0.01,B 损坏 的 概率 P(B)= 
0. 02, 两 个 都 损坏 的 概率 P(4B) 一 0. 0002, 求 4,B 串联 时 线路 发 生 故 障 的 概率 . 
解 设 C 表示 线 路 发 生 故 障 , 则 C=4 十 B, 由 于 4,B 可 同时 损坏 , 故 4,B 相 
容 . 故 . 
P(C)= P(A+B)= P(A) + P(B) — P(AB) 
二 0.01 十 0. 02 一 0.0002 一 0.0298. 


9. 3. 2 概率 的 乘法 定理 


(1) 条 件 概 率 

定义 1 设 4,8B 为 两 个 事件 ,如 果 在 B 发 生 的 条 件 下 ,计算 4 发 生 的 概率 ,这 
种 概率 称 为 事件 4 在 事件 B 发 生 的 条 件 下 的 概率 , 记 为 P(4/B). 

例 12 两 台 车 床 加 工 同 一 种 零件 数量 和 合格 品 如 下 表 所 列 , 从 加 工 的 零件 中 
任 取 一 件 ， 










第 一 台 加 工 零件 数 








第 二 台 加 工 零 件数 












设 4 表示 合格 品 ,B 表示 第 一 台 车 床 加 工 零件 , 求 P(4) 和 PC471B)， 
解 零件 总 数 100, 合 格 品 总 数 85 , 故 


P(4) = ] 一 0. 85. 


第 一 台 加 工 总 数 40, 合 格 品 35, 故 
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一 3 
P(C4/B) = 10 = 0375. 


例 13 袋 内 有 质地 相同 .大 小 相同 的 10 个 白 球 、2 个 黑 球 . 设 4 为 从 口袋 里 摸 
出 一 个 白 球 ,B 为 从 口袋 里 摸 出 一 个 黑 球 ,C 为 在 第 一 次 从 口袋 里 摸 出 一 个 黑 球 未 
放 回 的 情况 下 ,第 二 次 摸 出 一 个 白 球 , 求 PC4) 和 PCC). 

解 ” 袋 内 共有 12 个 球 , 其 中 10 个 白 球 , 故 


第 一 次 摸 出 一 个 黑 球 后 未 放 回 , 则 袋 内 有 10 个 白 球 ,1 个 黑 球 , 故 
P(C) = P(A/B) = mt 


显然 ,不 同 的 条 件 下 , 摸 白 球 的 概率 不 同 . 
上 上 题 中 ,如 果 第 一 次 取出 一 个 球 后 又 放 回 , 则 第 二 次 摸 时 , 袋 内 仍 有 12 个 球 ， 


摸 到 白 球 的 概率 仍 为 ;2 一. 这 说 明 在 不 同 的 试验 中 ,有 的 发 生 可 能 影响 4 发 生 的 
概率 ,也 可 能 不 影响 4 发 生 的 概率 , 

(2) 事件 的 独立 性 

定义 2 两 个 事件 4 与 8, 如 果 BB 的 发 生 不 影响 4 发 生 的 概率 , 即 P(A) 
一 P(4/B), 则 称 4 与 8 独立 . 

事件 4 与 马 是 否 独立 ,有 时 可 由 常识 判断 . 

例如 ,两 个 战士 打转 ,4 为 甲 射 中 10 环 ,B 为 乙 射 中 10 环 ,显然 B 的 发 生 不 影 
响 4 发 生 的 概率 ,4 与 B 独立 . 

又 如 :检查 血清 中 是 否 含有 肝炎 病毒 , 甲 含有 肝炎 病毒 的 事件 为 4, 乙 含有 肝 
炎 病毒 的 事件 为 B ,一般 情 况 下 4 与 B 独立 ,但 如 果 乙 是 甲 的 直系 亲属 ,又 长 期 生 
活 在 一 起 ,这 就 难说 了 . 医学 上 要 判断 两 个 事件 是 否 独立 , 光 任 感觉 和 经 验 是 不 够 
的 ,可 按 独立 的 定义 来 判别 ， 

例 14 若 4 表示 患 菜 种 疾病 ,B 表示 年 龄 在 40 岁 以 上 ,考察 A 与 8 是 否 独 
立 , 我 们 要 考虑 P(4) 和 P(A/B), 列 出 以 下 统计 数字 表 ， 


一 
B a 6 a 
B c d ctd 
合计 ate b+ad aitbt+c+ad=n 


人 群 总 人 数 ,其 中 得 病 者 为 a 十 c, 故 


P(A) = +e 


n 


年 龄 在 40 以 上 总 数 为 a 十 5, 其 中 患 病 者 为 a, 故 
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P(A/B) = 区 
如 果 P(4)=P(4/B), 表 明 妃 的 发 生 不 影响 4 的 发 生 ,年龄 与 患 病 无 关 ; 如 果 
P(4/B)>P(C4) ,说明 40 岁 以 上 的 人 容易 患 此 病 ; 如 果 P(A/B) 二 P(A4), 说 明 40 
岁 以 上 的 人 不 容易 患 此 病 . 
两 事件 4,B, 若 4 与 B 独立 , 则 可 以 证 明 B 与 4,5 与 4,4 与 B,4A 与 B,4 与 
B 都 独立 . 
(3) 概率 的 乘法 定理 
定理 3 两 个 事件 乘积 的 概率 等 于 其 中 一 事件 的 概率 与 另 一 事件 在 前 一 事件 
已 发 生 的 条 件 下 的 条 件 概率 的 乘积 . 即 
P(AB) =P(A) . P(B/A) 
或 P(h4B) =P(B) : P(A/B). 








推论 1 如 果 4,B 独立 , 则 

_ P(A4B) = P(A)PB). 

推论 2 P(A142…A,)=PCA) * POAs/ADP CA /A A) PA /A A, 
A,-1). 

推论 3 如 果 4,4,,…,4, 互相 独立 , 则 

P(AiA2*%As) = P(ADP(A) P(A,). 

例 15 在 所 给 的 一 个 果 蝇 种 群 中 发 生 了 两 个 性 状 变异 ,其 中 25% 的 果 蝇 发 生 
了 翅膀 变异 ,15% 发 生 了 眼 变异 ,10% 两 种 变异 都 发 生 . 现在 随机 选择 一 只 果 蝇 ， 
问 :1) 如 果 这 只 果 蝇 发 生 了 翅 变 异 ,也 发 生 眼 变异 的 概率 是 多 少 ? 2) 如 果 它 发 生 了 
眼 变异 ,也 发 生起 变异 的 概率 为 多 少 ? 

解 设 4, 召 分 别 表示 发 生 翅 变 异 和 了 眼 变 异 这 两 种 事件 . 由 已 知 

P(A)=25%, P(B)=15%, P(AB)=10%. 
P(AB)_0.1 2 
P(A) 0.25 5 
P(AB) 0， 
(b) PC4/B) 一 下 个) 一 站 二 = 鞍 . 


例 16 有 3 个 串联 的 系统 , 设 每 个 系统 互 不 影响 ,它们 不 能 正常 运作 的 事件 分 
别 为 A1,As,As,P(A1)=0. 002,P(A,)=0. 1,P(A;) 二 0.4, 求 系统 的 事故 发 生 率 .- 
解 ” 设 系统 发 生 事故 为 事件 B, 则 
B= 4 十 4 十 4: 
按 加 法 公式 来 计算 PC(B) 较 为 麻烦 ,如 果 考 虑 B 的 逆 事 件 ,运算 可 简单 些 . 因为 


EB 一 4 4 4:. 





故 (a) P(B/A4)= 





而 4 、 4: .4 互相 独立 , 故 
P(B)= 1— P(B) 
= 1— P(AA,A,) 
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二 1] 一 0.998 x 0.9x 0.6 
0, 47. 


思考 是 


1. 事件 4 与 已 ,试问 P(45) 与 PCB/4) 有 什么 区 别 ? 试 举 一 实例 说 明 . 
2. 试 证 :着 4 与 BB 独立, 则 A 与 琅 独立 . 
3. 证 明 :P(h4 十 B)==P(A) 十 P(B) 一 P(AB). 


思考 题解 答 


1 P(A4B) 为 A 和 B 同 时 发 生 的 概率 ,因此 既 要 考虑 4 发 生 的 概率 ,又 要 考虑 
B 发生 的 概率 ,P(B/4) 表 明 B 发 生 的 概率 ,只 是 此 时 增加 了 “A 已 经 发 生 ” 这 样 一 
个 先决 条 件 . 例如 :4 表示 10 岁 以 下 儿童 ,B 表示 患 脑膜 炎 , P(4B) 表 示人 群 中 任 
抽 一 人 ,此 人 既是 10 岁 以 下 又 患 脑膜 炎 的 概率 ,PCB/A) 表 示 A 已 经 发 生 的 情况 
下 ( 亦 即 从 10 岁 以 下 的 儿童 中 ) 任 拍 一 人 ,此 人 冲 脑 膜 炎 的 概率 . 
2. 因为 4 二 AU 二 4A(B 十 B) 一 AB 二 4B, 而 B 与 电 互 不 相 容 , 推 得 4AB 与 AB 
互 不 相 容 . 故 
P(A)=P(AB)+P(AB), 
即 
P(AB)= P(A) — P(AB) = P(A) — P(A)P(B) 
= P(A)[1 — P(B)] = P(AYPC(E). 
即 证 得 4 与 独立 . 
3. 4A 二 +B=AB+B 
因为 AB 与 B 互 不 相 容 , 故 
P(A B)= P(AB) + PB). (1) 
又 因为 
A= AB+ 4B, 
AB 与 4B 互 不 相 容 , 故 
P(A) = P(AB) + P(AB), 
即 
P(AB) = P(A) — P(AB). (2) 
将 (2) 代 入 (1), 得 
P(A+B)= P(A)+ PB) — P(AB). 
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9.4 全 概 公式 和 逆 概 公式 


全 概 公式 和 逆 概 公式 也 是 考虑 较 复 杂事 件 时 常用 的 一 种 计算 方法 ,它们 都 有 
典型 的 概率 模型 ,理解 了 典型 的 概率 模型 ,举一反三 就 不 难 了 ， 


9.4.1 全 概 公式 


全 概 公式 的 典型 模式 是 摸 彩票 . 先 看 一 个 例题 . 

例 17 如 果 有 10 张 票 ,其 中 有 两 张 是 彩票 ,我 们 要 问 第 二 个 人 摸 到 彩票 的 概 
率 与 第 一 个 人 摸 到 彩票 的 概率 是 否 相等 ? 

解 ” 设 第 一 个 人 摸 到 彩票 的 事件 为 4 , 则 


二 三 -1 
?7(4) = 716= = 


又 设 第 二 个 人 摸 到 彩票 的 事件 为 4 ,考虑 4, 就 较 复杂 了 , 它 可 分 解 为 两 个 事 
件 的 和 ， 

(a) 第 一 个 人 没有 摸 到 而 第 二 个 人 摸 到 , 即 A,4,; 

(b) 第 一 人 摸 到 彩票 ,第 二 人 也 摸 到 彩票 , 即 4,4:. 

故 hs 二 41As 十 A1h;=As(Ai 十 A1). 

P(As)=—=P(A1A2)+P (A1A2). 


而 PCA2/4i = 语 'P(44/ 而 )== 了 ,P(A1) 一 名, 由 乘法 公式 ， 
P(A,)= P(A)P(A,/AI) 十 P(A) 。 了 (4:/4) 


第 二 个 人 与 第 一 个 人 中 彩 的 概率 均 为 1/5, 下 面 请 按 P(4,) 的 计算 方法 来 理解 全 概 
公式 . 
定理 1( 全 概 公式 Total Probability Formula) “如果 事 件 组 4 ,4:，…,4, 满 


足 

(a) Ai,A;,,… ,A, 互 不 相 容 ; 

(by) 4 十 4: 十 … 十 4 一 0 B=B(4 十 4 十 … 十 4.)， 
则 对 事件 互 有 


P(B) = >) PC4i)P(B1/4i)， 
1 一 1 
证 明 


B= BU 一 已 (4， 十 4， 十 十 A,) 
= BA 十 BA, 十 … 十 BA,. 
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由 于 4, 互 不 相 容 ,BA; 亦 互 不 相 容 . 
PC(B)= P(BA) 十 P(B4;) 十 … 十 PCB4) 
= PCAY)P(B/A) 十 已 (4)P(B/4) 十 十 已 (4)PCB/4) 


= > P(4)P(CB/4))， 
i=1 


例 18 某 医院 采用 I，I , ,WN 治疗 方案 医治 疾病 吃 ,患者 采用 这 4 种 方案 的 
百分比 分 别 为 10%,20%,25%,45%, 其 治愈 率 分 别 为 0. 80,0. 94,0. 95,0. 97, 问 
到 该 医院 接受 疾病 D 治疗 的 患者 ,治疗 有 效 的 概率 为 多 少 ? 

解 ” 设 4; 表示 第 i 种 治疗 方案 (i=1,2,3,4),B 表示 治疗 有 效 , 利 用 全 概 公式 
得 

P(B) 二 PCaD)P(B/A) 
i=1 


=0.10 XX0.80 十 0.20X0.94 
十 0.25 X0.95 十 0.45 X0.97 
一 0. 942. 
上 例 中 ,有 时 亦 会 这 样 考虑 问题 , 即 某 人 到 该 院 医 治 疾病 D, 得 到 痊愈 ,那么 他 
是 接受 第 ; 种 (一 1,2,3,4) 治 疗 方案 治疗 的 概率 为 多 少 ? 这 就 是 下 面 要 介绍 的 逆 概 
公式 . 
9. 4. 2 逆 概 公式 
定理 2 道 概 公式 (inverse probability formula) 如 果 Al 十 4A; 十 … 十 4, 二 U， 
A,42,…,A, 互 不 相 容 ,上 且 B==BCA1 十 4s 十 … 十 44,), 则 在 B 发 生 的 条 件 下 ,事件 
4A; 发 生 的 概率 
PAP(B/A) P(A)P(B/A) 


P(A4:/B) = PCB) 加 . 
| 2) P(ADP(B/S) 
1 一 1 





证 明 ”利用 概率 乘法 公式 ， 
P(AiB)=P(B)P(A,/B) 
或 P(A4.B)=P(A)P(B/A,), 


P(B)P(Ai/B)=P(A)P(B/A,), 
即 
PCA/B) = PIA)P(B/A) _ _P(A)P(B/A,) | 
P(B) " 
27P(4D)PCB/4,) 
此 公式 亦 称 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 , 因 分 母 相同 ,有 时 我 们 要 比较 P(A;/B) (i= 
1,2,…,n) ,只 需 计 算 分 子 的 值 P(4,)P(CB/4,) 进 行 比较 . 
例 19 例 18 中 ,如 果菜 人 在 该 院 医治 疾病 D, 得 到 痉 愈 ,试问 ,他 接受 第 4 种 
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治疗 方案 的 概率 为 多 大 ? 
解 由 例 18 知 已 CB)=0.942, 利 用 逆 概 公式 ,得 


P(A) ，P(CB/4) 0.45X0.97 
f(A41/B) = POB) = 0.942 0. 463. 


在 医学 应 用 上 闭 概 公式 的 一 个 典型 模式 是 真 阳性 率 的 确定 . 

例 20 某 种 疾病 C, 如 果 人 群 中 的 患 病 概率 为 PCC) 一 0. 005. 采用 一 种 新 的 检 
验方 法 ,患者 的 阳性 率 为 0.95, 未 患者 的 阳性 率 为 0.01 ,试问 : 某 人 如 果 经 检验 为 
阳性 ,那么 他 确实 得 这 种 病 的 概率 为 多 少 ? 

解 ” 设 检验 结果 为 阳性 的 事件 为 4, 由 已 知 得 


P(A/C) = 0.95, P(A/C) = 0.01. 








由 于 
故 
P(C) = 0. 995， 

利用 全 概 公式 得 

P(A)= P(C)» P(A/C) + P(C) . P(A/C) 

= 0.005 X 0.95 十 0.995 X 0.01 = 0,0147, 
再 用 逆 概 公式 ,得 
P(C)PCA/C) 0. 005 x 0. 95 
P(C/A) = PA = 0 0 = 0.32. 


说 明 普 查 中 结果 为 阳性 确实 得 该 种 病 的 可 能 性 为 0. 32. 能 否 说 这 种 检验 方法 不 好 
呢 ? 不 能 . 通常 医生 总 是 先 分 析 临 床 症状 , 当 他 怀疑 某 人 可 能 患 病 时 , 才 采 用 此 项 
检查 ,这 时 被 怀疑 对 象 中 P(C) 就 显著 增加 ,例如 已 (C) = 0.5, 按 上 述 方法 计算 得 
P(C/A) 二 0. 98 ,这 就 有 相当 高 的 准确 性 了 . 

道 概 公式 亦 可 用 于 疾病 D! 和 D; 的 鉴别 诊断 . 我 们 可 选择 互相 独立 的 症状 8 ， 
Sz ,54, 将 5 二 S15s…54 理解 为 上 例 中 的 阳性 ,用 逆 概 公式 求 出 PCD,/S) 和 
PCDe/3)， 再 比较 大 小 如 果 PCD1/S) 半 PCDs/S), 则 可 考虑 诊断 为 疾病 D1; 如 果 
PCDz/S) 光 PLD1/S), 则 可 考虑 诊断 为 疾病 D, ,如果 PCDiyS)<P(D;/S) ,说 明 暂 
时 不 能 确诊 . 

例 21 设 某 病 人 ,35 岁 , 女 ,有 乳腺 肿块 ,肿块 表面 整齐 , 偏 硬 , 近 期 未 见 明 显 
增 大 ,边界 不 清 , 长 度 约 2cm. 如 何 鉴别 病人 患 乳癌 (qd1) ,纤维 乳腺 瘤 (4,) ;还 是 其 他 
乳腺 病 (<:)， 


解 设 
Su 年 龄 二 40 岁 ， Si 年 龄 之 40 岁 ; 
Sz 肿块 表面 整齐 ， Sz 肿块 表面 不 整齐 ; 


Sa 肿块 中 等 硬度 ， Ss 偏 便 ,S; 硬 ， 





Su 肿块 近期 增 大 慢 ， 
Ss 边界 清 ， 

So 肿块 长 度 <2. 75cm， 
统计 验 前 概率 为 ， 
Pl(di)=0.1559 
POS1/4d1)=0,1379 
PlS21/d1)=0.0699 
PlS32/41)=0.5517 
P(S4/di)=0.1034 


Pl(Ss3/d1)=0.1379 





PlSsi/d1)=0.2069 


S42 中 等 ,$4s 快 ; 
Ss2 欠 清 ,5;; 不 清 ; 
S62 之 2. 75cm 


已 (dz) 一 0. 4946 
PCSityada) 一 0.8043 
忆 (Szi/d2) 一 0.4891 
PlS32/d2)=0.8370 
PlSu/dz2)=0.0435 
PlSss/d2)=0.0326 


PlS61/d2)=0.7500 





Pld3)=0.3495 
PlSu/d3)=0.8308 
PlS21/d3)=0. 4615 
PlS3z/ds3)=0.7538 
PlSu/ds)=0.2462 
Pl(Ss3/d3)=0.1539 


P(Ss1/d3) 一 0. 86]5 








因为 $=S11S21532S41Ss3S61， 
Pldi)* P(S/di)=0.1559» PlSi/qd1) »« POSy/di) » P(Sy/d1) 
PlSn/di)* PCSss/d1) » Pl(Se/qd) 
=2,414X 107™8, 
Pld,)* PCOS/d;)=1.732X10 4, 


Plds)» P(S/d;)=3.295X10™, 
、 、 P(d)P S/d; 
着 概 公式 PCLAS) = 一 PCS 中 ,由 于 分 母 P(S) 相 同 ,只 须 比较 分 子 , 故 由 上 


述 计算 可 知 P(d:/S) 最 大 . 诊断 为 4;; 其 他 乳腺 疾病 . 





1, 起 么 知道 各 种 症状 之 间 是 否 相 互 独立 . 

2. 袋 内 有 质地 、 大 小 相同 的 8 个 黑 球 ,两 个 白 球 ,从 袋 中 无 放 回 地 摸 一 个 球 . 设 
事件 Bi 为 第 二 次 摸 到 白 球 ,Bi 为 第 二 次 才 摸 到 白 球 . 问 Bi 和 B, 一 样 吗 ? 计算 
P(B1) 和 P(B,) 时 方法 有 什么 不 同 ? 

3, 试 将 以 下 概念 用 数学 方法 描述 ; 

(1) 症状 4 和 As 不 同时 出 现 ; 

(2) 症状 4 和 A， 同时 出 现 的 可 能 性 ; 

(3) 设 A:40 岁 以 下 ,B:48 岁 以 上 ,C: 高 血压 ,万 ;耳鸣 ， 

(a) 48 岁 以 上 患 高 血压 的 可 能 性 ; 

(b) 菜 人 48 岁 以 上 既 患 高 血压 又 耳鸣 的 可 能 性 ; 

(c) 任 选 一 人 ,此 人 刚好 48 岁 以 上 , 且 患 以 上 两 种 病 的 可 能 性 ， 
(d) 任 选 一 人 ,此 人 在 41~ 47 岁 的 可 能 性 ， 
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(e) 任 选 一 人 ,或 高 血压 或 耳鸣 的 可 能 性 . 


思考 题解 答 


1. 判断 各 症状 之 间 的 独立 性 可 由 医生 的 临床 经 验 、 独 立 的 定义 、 统 计 中 的 相 
关系 数 、 模 糊 数学 的 相关 分 析 等 方法 . 
2. 设 Ai(i 一 1,2) 为 第 i 次 摸 到 白 球 , 则 
Bi 二 Az(Al 十 41) ,计算 PC(B1) 要 用 全 概 公式 ，; 
Bs 一 A14s, 计 算 已 (B:) 要 用 概率 乘法 公式 ， 
3，(1) U— Aidy; 
(2) 求 忆 (442); 
(3) (a) P(C/B); 
(b) P(CD/B); 
(ec) PCBCD); 
(d) P(B4) 或 1 一 P(A 十 B); 
(e) PCC+D). 


9.5 独立 重复 试验 


独立 重复 试验 是 实际 中 常见 的 一 种 概率 模型 ( 亦 称 为 伯 努 利 (Bernoulli) 概 
型 ). 它 的 特点 是 每 次 试验 中 , 某 一 结果 (事件 4A) 出现 的 概率 P 相同 ,重复 试验 
次 .要 讨论 这 ”次 试验 中 ,事件 4 发 生 & 次 的 概率 P,(k). 

独立 重复 试验 最 典型 的 例子 是 丢 山 子 ,每 次 试验 中 向 上 面 出 现 6 点 的 概率 为 
1/6 ,可 重复 ”次 . 

例 22 丢 骨 子 试验 ,如 果 重 复 丢 5 次 , 问 其 中 有 两 次 (向 上 面 ) 为 6 点 ( 设 为 事 
件 4) 的 概率 为 多 少 ? 

解 ” 设 B 为 第 一 ,三 两 次 出 现 6 点 ,其 余 没有 出 现 6 点 ,由 于 每 次 试验 互 不 干 
涉 ( 互 相 独 立 ), 故 

PB)=EXEXBXEXE=( 守 ) (二). 

而 实际 上 5 次 中 有 两 次 出 现 6 点 的 情况 共有 C3 种 ,这 些 事件 又 互 不 相 容 ,根据 加 
法 定理 有 

pow=cl#) | 

将 这 种 思考 问题 的 方法 推广 到 一 般 情况 . 设 在 一 定 条 件 下 事件 4 出 现 的 概率 
为 p ,进行 独 立 重 复 n 次 试验 ,其 中 4 发 生 上 有 次 概率 

Pa.(k)=Cip:(1—p)"*. 
例 23 设 一 种 治疗 方法 对 某 种 疾病 的 治愈 率 为 户 ,20 个 患 此 病 的 人 都 用 这 种 
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方法 治疗 , 问 其 中 至 少 有 15 人 治愈 ( 设 为 事件 4) 的 概率 为 多 少 ? 

解 20 人 都 用 此 种 治疗 方法 ,可 以 理解 为 进行 20 次 独立 重复 试验 ,至 少 15 人 
治愈 的 事件 为 6 个 事件 之 和 ,它们 分 别 是 15 人 、16 人 、…、20 人 治愈 . 这些 事件 之 
间 互 不 相 容 , 故 

P(A) = >)C 和 te(] 一 户 )2 


例 24 甲乙 两 个 篮球 运动 员 ,投篮 命中 率 分 别 为 0.7 和 0.6, 每 人 投篮 3 次 ， 
求 两 人 都 进 2 个 球 的 概率 P(A). 
解 投篮 3 次 进 两 个 球 , 即 为 3 次 独立 重复 试验 中 出 现 两 次 , 
设 甲 进 两 个 球 为 事件 4,, 乙 进 两 个 球 为 事件 4;, 则 
P(A)=CiXx0,.7’Xx0.3=0. 441， 
P(As)=CiX0. 6:X0.4=0. 432 
而 4==A414z 且 41,4; 相互 独立 , 故 
P(4)= P(A1A;,) = PC4)P(C4，) 
= 0. 441 X 0. 432 = 0. 19. 
在 独立 重复 试验 中 ,如 果 n 很 大 ,p 很 小 ,可 以 用 第 一 近似 公式 计算 


PC) oon, 
1 


如 果 n 很 大 , 不 是 很 小 时 ,可 用 第 二 近似 公式 计算 : 
一 -于 一 一 -二 
VPMVm 

例 25 某 种 疾病 在 某 个 地 方 的 发 病 率 为 万 分 之 二 , 若 随 机 抽取 2 万 人 , 求 发 现 
患者 至 多 2 个 ( 设 为 事件 4) 的 概率 为 多 少 ? 

解 ” 用 第 一 近似 公式 计算 . 

其 中 一 20000, & 一 0,1,2， p 二 0. 0002. 故 

P(A)= >， 人 er 


~ Pk)S 


0 1 2 
= he 十 et 十 人 et 
= 13e™ 一 0. 24. 


从 以 上 几 节 的 例题 可 以 看 出 ,用 公式 计算 概率 本 身 并 不 复杂 ,困难 的 是 分 析 事 
件 的 类 型 , 它 属于 哪 种 概率 模型 ,是 由 哪些 已 知事 件 组 合 ,事件 的 运算 又 是 怎样 ,能 
不 能 用 逆 事 件 计算 ,有 没有 条 件 概率 ,事件 之 间 是 否 相 容 , 是 否 独立 等 等 . 希望 读者 
在 解决 实际 问题 时 特别 注意 这 一 点 . 


1.“ 从 一 批 产品 中 ,抽取 个 产品 检验 , 求 其 中 有 两 个 次 品 的 概率 ”这 样 的 问 
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题 , 什 么 时 候 用 古典 概 型 解 ,什么 时 候 用 伯 努 利 概 型 解 ? 


1. 如 果 一 批 产品 的 个 数 较 小 ,并 说 明 总 数 为 M, 其 中 次 品 数 冯 ,那么 每 机 出 一 
个 ,就 会 影响 下 一 次 抽 到 次 品 的 概率 ,此 时 要 用 古典 概 型 计算 ;如 果 没 有 有 具体 说 明 
M 和 和 ma, 只 给 出 次 品 率 户 (每 次 抽取 时 力 不 变 ), 显 然 从 中 取 郊 个 ,相当 于 进行 却 次 
独立 重复 试验 ,要 用 伯 努 利 概 型 计算 . 


9.6 分 布 函 数 


前 面 几 节 介绍 了 各 种 概率 的 计算 方法 ,能 不 能 用 经 典 的 函数 关系 来 研究 概率 
论 中 的 问题 呢 ? 这 一 节 将 介绍 一 种 新 的 函数 关系 一 分布 函 数 , 它 为 概率 论 的 研究 
提供 了 一 种 有 效 的 方法 . 分 布 函数 的 自 变量 和 因 变 量 的 确定 方法 较为 特殊 ,为 此 先 
介绍 随机 试验 结果 的 数量 化 一 一 随机 变量 . 


9.6.1 随机 变量 


先 考察 几 个 例子 ， 

例 26 丢 10 次 硬币 ,结果 可 有 11 个 ,它们 分 别 为 正面 出 现 0 次 ,1 次 ,…,10 
次 . 我 们 将 试验 的 结果 用 0,1,…,10 这 11 个 数值 表示 . 

例 27 从 一 批 学 生 中 检查 色 言 ,从 中 任 抽 一 个 学 生 ,结果 有 两 个 ,色盲 或 未 患 
色盲 . 如 规定 色盲 为 1, 未 患 色 育 为 0, 则 试验 结果 可 用 0,1 两 个 数字 表示 . 

例 28 测定 某 一 人 群 的 肺活量 (单位 为 1) , 设 测 得 的 结果 在 [0,16] 内 , 则 试验 
的 结果 可 用 [0,16] 中 的 数 表示 . 

可 见 , 随 机 试验 的 结果 可 以 数量 化 . 

定义 1 若 对 于 一 个 随机 试验 的 每 一 个 可 能 的 结果 w, 都 有 惟一 的 实数 &(w) 
与 之 对 应 , 则 称 &(w) 为 随机 变量 (random variables) , 简 记 为 & 

例 1 中 《=0,1,…,10. 例 2 中 =0,1. 例 3 中 eE[0,16]， 

如 果 随 机 变量 的 取 值 可 逐一 列举 , 则 称 之 为 离散 型 随机 变量 ( 例 1 和 全 2); 
如 果 随 机 变量 & 的 取 值 在 某 一 区 间或 整个 数 轴 , 则 称 之 为 连续 型 随机 变量 ( 例 3). 


9. 6.2 分 布 函 数 


(1) 分 布 函数 的 定义 

随机 变量 6, 对 任意 xz, 有 对 应 的 P(E 一 x), 它 表示 当 二 =z 时 的 概率 ;也 有 对 应 
的 P(x), 它 表示 <<z 时 的 累积 概率 . 

例 1 中， 


PG=2= ci 二 | | 二 | ， 
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P(E2)= P(E=0)+ P(E=1)+PE = 2) 


2 3 10—& 
vs\A| 1 1 
k=0 了 2 2 


而 例 3 中 ,对 任意 xz, 几乎 都 有 P(E=x)==0, 只 能 讨论 P(E 过 zx), 它 表 示 肺 活 量 小 于 
或 等 于 z 的 概率 . 由 此 可 见 , 对 连续 型 随机 变量 ,讨论 P(E=x) 没 有 实际 意义 . 为 使 
离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 有 一 个 统一 的 函数 关系 ,我 们 讨论 已 Ce<z). 
定义 2 随机 变量 后, 对 任意 ,其 累积 概率 P(e<z) 称 为 < 的 分 布 函数 (distri- 
bution function) ,i F(z)=P (Ez). 
(2) 分 布 函数 的 性 质 
1) 因为 任何 事件 的 概率 都 是 介 于 0 与 1 之 间 的 数 , 故 0<F(x)=P(E<7x) 志 1. 
2) P(r <éEzr) = P(Er)— PES) 
一 ECzz) 一 已 (zi). 
3) 当 妈 过 zz 时 ,有 Fz) 和 F(z). 
即 F(z) 为 非 减 函数 . 
4) 若 的 一 切 值 位 于 [a,28] 内 , 则 
当 z<<a 时 ,FCz) 一 0， 
ZX 之 b 时 ,F(x)=1. 
5) f(—°0)= lim F(x)=0, 
F(t)= lim ECz) 一 ]， 
(3) 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 
离散 型 随机 变量 4, 其 取 值 为 z1 zz,… ,zi，,… 如 果 已 知 P(E 二 xz) 一 pi 显然 


Fx) = PEEX) = DE= x = HP. 
TX XT 
如 用 表格 表示 P(E 二 ze) 二 Pi, 则 为 








称 之 为 随机 变量 《的 分 布 列 ( 分 布 律 或 概率 分 布 ). 由 此 可 求 分 布 函数 . 
例 29 设 & 的 分 布 列 为 











求 的 分 布 函 数 (zr) 及 P| 3<e<2| ,P| 3<e<z|. 
解 ”根据 分 布 函数 的 定义 ,有 
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0， Z<0， 

0. 3， 0 委 z<<1， 
五 (z) 一 10.3 十 0. 1 一 0. 4， 1 委 z<<2， 

0. 3 十 0. 1 十 0. 2 一 0.6， 2 委 Zz<<3， 

1， 3 委 z， 


P| 二 <e<3| =F(2)—F| 二] =0.6—0.3=0.3, 


P| 二 <6<3| =P| 二 < 人 3 一 PC=2) 十 P| ¢= 二 | 0.1. 
离散 型 随机 变量 有 一 些 典型 的 分 布 . 
定义 3 ”如果 随 机 变量 6 的 概率 分 布 为 
1) P(E=1)=p (0<p<l), 
P(€=0)=g=1—p. 
则 称 服 从 以 p 为 参数 的 二 点 分 布 (0-1 分 布 ); 


2) 已 CE 王 外 一 Cep4d (k=0,1,…,n) ,0 之 p 过 1,g9 二 1 一 p, 则 称 & 服 从 参数 
为 n,p 的 二 项 分 布 (binamial distribution); 


k 
3) P= =e (二 0,1,2…) ,4 宣 0, 则 称 服从 参数 为 4 的 泊 松 (pois- 
son) 分 布 , 记 ~P(X). 


例 30 设 用 某 种 药物 治疗 某 种 病 的 治愈 率 为 0. 8, 今 用 该 药 治疗 10 例 , 求 治 
愈 人 数 & 的 分 布 函 数 . 


解 ” 该 试验 为 10 重 伯 努 利 试 验 ,é 服从 参数 为 10,0. 8 的 二 项 分 布 . 
分 布 列 ”已 (一 外 一 Co(0. 8)*(0. 2)1~*(k=0,1,.…,10), 
分 布 函 数 F(z) = P(€ & zx) 

”= 2 Ctl0. 8)C0. 2 


例如 z= 3, F(3) = Dhoo 8)*C0. 2 
上 一 节 中 介绍 过 独立 重复 试验 中 很 大 ,p 很 小 时 
P,(k) = Ye-on, 
表明 二 项 分 布 当 很 大 ,p 很 小 时 ,近似 为 4=np 的 泊 松 分 布 . 


例 31 500ml 微生物 溶液 中 有 微生物 150 只 . 问 从 中 抽出 1ml 溶液 中 含 微 生 
物 多 于 2 只 的 概率 为 多 少 ? 


解 ” 对 每 只 微生物 而 言 ,刚好 在 这 1 毫升 溶液 中 的 概率 为 p=500=0. 002, 考 


虑 150 只 微生物 ,相当 于 做 二 150 次 独立 重复 试验 . 用 泊 松 分 布 来 近似 ,4= np 二 
0. 3, 查 附录 三 可 知 


P(Eé<2)= 2 0.3-。 30. 996390. 
i k! 
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己 ( 和 >2) 一 1 一 0.996390 一 0. 00361, 
(4) 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 
对 连续 型 随机 变量 ,不 能 像 离散 型 随机 变量 那样 考虑 P(E=z) 的 值 ,因此 考 
虑 在 Lz,z 十 Az] 上 的 平均 概率 PCz 委 上 xz 十 Az)/Az ,因为 


P(z 委 和 zz 十 Az) F(xrt+Ar)—F(r) 
Arz 加 Az 


令 Ar 一 0, 左 边 为 x 的 函数 ,可 理解 为 概率 密度 , 设 为 g(x) ,右边 为 分 布 函数 的 导数 
Frz) ,因此 ,分 布 函数 下 (z) 实 际 上 是 概率 密度 函数 gx) 的 一 个 原 函 数 , 现 给 出 以 
下 定义 ， 

定义 4 对 于 随机 变量 ,如 果 存 在 一 个 非 负 可 积 函 数 wp(z)( 一 co<z< 十 co)， 
使 对 于 任意 a 过 5b, 都 有 





Pla<é<h) =- | waz， 
则 称 gCz) 为 & 的 概率 密度 函数 (probability density function). 
F(z)= PECr)=P wt) 
一 | redz 
为 分 布 函数 ,如 图 9.5 所 示 ， 
由 定义 可 知道 
(a) P(— co <E<+ 0%)= 三 wmaz =F(+ co) = 1 


(b) P(E = a) = | pe)az = 0; 
(cc) Pla<é€< 2b) 一 Pa 和 甩 和 一 0) 一 Pa 天 和 委 0) 
= Pla<t<h)= | pez)dz; 

(d) € 落 在 [a,6] 上 的 概率 是 由 二 Qa,TX 王 0b,y 二 0,y 二 p(x) 所 围 成 的 曲 边 梯形 
的 面积 . 

下 面 介 绍 几 种 典型 的 连续 型 随机 变量 
的 分 布 . 

定义 5 设 连续 型 随机 变量 & 的 概率 密度 
为 wz) 


(a) eol “SS 

0 ， 其 他 ， 
则 称 在 [a,b] 上 服从 均匀 分 布 Cuniform 
distribution ), 记 一 Cre 5]; 
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he 一 和 习 ， 工 之 0， 
(b) g(x)= 
则 称 & 服 从 参数 为 A 的 指数 分 布 (exponential distribution); 


(Cc) p(x)= -ee (ao 盖 0, 一 ceo<z<< 十 co)， 
no 


则 称 服 从 参数 为 we 的 正 态 分 布 (normal distribution), 记 为 E~N (wn,o?)， 特别 
当 pj 二 0,o=1 时 , 称 服 从 标准 正 态 分 布 , 记 E~N(0,1). 
例 32 设 $ 服 从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 求 & 的 分 布 函 数 F(z). 
解 ” 由 定义 知 
F(xr)= P(E Xr) = | p(X)dr 


| ie wdr=1—e*, xx 关 0， 
一 0 


0 ， Z < 0. 


例 33 设 &~U[a,5j, 求 《的 分 布 函 数 (z) 及 PCal<&<b1), 其 中 [ai,6]C 
[a,6l. 

解 ” 当 co 委 zs 入 2 时 

F(z) = | odz + | dr = 
= 1 


-wb—a 


一 a 


8 一 4 
» 1 
dz= | pdr=1, 








当 z >5 时 ,F(x) =| 
当 zx<a 时 ,F(x)=0. 


故 当 [a6.]Cfa,6] 时 ,P(a<é<b)=F6) F(a) = 








b—a 
例 34 设 &~ 标 准 正 态 分 布 W(0,1), 求 二 的 分 布 函数 @(z) ,并 证 :86( 一 站 一 1 
—B(zr). 
解 N(0,1) 的 密度 函数 为 
Gz) = 声 oo <z< 二 co)， 
故 分 布 函数 




















-由 -三 ] 诲 


=1-| esdz, 
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芋 ( 一 z) 一 1 一 @G(Cz). 
例 35 如 果 &~N(0,1), 求 PC0.5<&<1.5) 和 PC( 一 2<é<1). 
解 P(0.5<é<1.5)=@(1.5)—@B(0.5), 
查 标准 正 态 分 布 函数 表 知 
区 (1.5) 一 0. 93319， $$(0.5)=0.69146. 
故 
P(0.5<éE<1.5)= 0.93319 一 0.69146 = 0. 24173， 
Pl(—2<¢<1)= 800) 0(—2) 
= $11) 一 [1 一 @(2)] 
= 8(1) + 8(2) 一 1. 
查 表 知 @(1) 二 0. 84134, 名 (2) = 二 0.97725. 故 
P(—2<é<1)=0. 81859. 
顺便 解释 一 下 ,对 分 布 函数 ,有 些 书 上 定义 为 下 (rz)=PCGe<z), 有 些 书 上 定义 
为 F(x) 二 P(E<z), 本 书 采用 前 一 种 定义 方法 . 





1. 随机 变量 与 随机 事件 是 不 是 一 回 事 ? 

2. 分 布 济 数 (Xz) 中 的 工 表 示 什 么 ? 

3. 怎么 知道 随机 变量 服从 哪 种 分 布 ? 

4. 由 的 概 六 分 布 能 否 知 道 1 一 28 十 1 的 概率 分 布 ? 











思考 题解 答 


1. 两 者 不 是 一 回 事 . 随机 变量 是 对 随机 试验 结果 的 量化 表示 ,这 些 结果 是 带 有 
随机 性 的 ,而 且 是 不 同 的 ,所 以 称 为 随机 变量 . 随机 事件 是 指 随机 试验 的 某 些 结果 ， 

例如 对 某 人 的 血液 做 白细胞 检查 ,白细胞 的 个 数 是 试验 的 结果 的 量化 表示 , 称 
为 随机 变量 ( 记 为 6).& 可 能 为 2500, 也 可 能 为 3000. 而 随机 事件 4 表示 具体 一 种 
情况 ,如 和 白细胞 数 大 于 4000, 即 &>>4000. 

2. 分 布 函 数 政 (x) 中 的 之 是 随机 变量 的 取 值 范围 , 即 fx,F(x) 二 P(r) 
表示 6 从 一 oo 到 工 的 累计 概率 ,并 不 表示 & 二 x 时 的 概率 P(E 二 xz) 

3. 该 问题 涉及 统计 知识 统计 推断 . 首先 要 设计 试验 ,以 便 合理 有 效 地 获得 
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观测 资料 ,然后 对 观察 所 得 的 有 限 资 料 进行 推断 ,确定 随机 变量 属 哪 一 种 分 布 ,其 
参数 又 在 什么 范围 之 间 , 并 用 概率 的 大 小 表明 推断 的 可 靠 程度 . 

4. 由 的 概率 分 布 可 推算 7 一 25 十 1 的 概率 分 布 , 只 须 将 6 一 0,1,2 分 别 代 入 7 
一 26 十 1 ,得 7 的 取 值 为 1,3,5, 故 7 的 分 布 列 为 


7 1 3 5 





PF 0.4 0.1 0.5 


此 问题 涉及 随机 变量 的 函数 ,可 参阅 概率 论 方面 的 专业 书 . 


9.7 随机 变量 的 数字 特征 


随机 变量 的 分 布 函数 是 对 随机 变量 概率 特性 的 完整 措 述 .但 实际 问题 中 ,往往 
可 以 只 研究 随机 变量 的 某 些 数字 特征 来 反映 其 概率 特性 . 例如 数学 期 望 .中 位 数 、 
众 数 .方差 ,标准 差 、 变 异 系数 . 极 差 . 偏 度 、 峰 度 、r 阶 中 心 矩 等 ,其 中 最 常用 的 是 数 
学 期 望 和 方差 ,本 节 将 予以 介绍 . 关于 其 他 一 些 数 字 特 征 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 概 
率 论 专业 书 . 
9.7.1 数学 期 望 

随机 变量 的 数学 期 望 (mathematical expectation) 是 描述 随机 变量 位 置 特征 的 
一 个 量 . 

(1) 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 

某 射手 每 枪击 中 的 环 数 为 一 随机 变量 , 设 £ 的 概率 分 布 为 


é 8 9 10 





P 0.3 0.1 0.6 


如 要 考核 射手 的 射击 水 平 ,让 他 射击 次 . 设 表示 射 中 环 的 次 数 , 则 平均 
每 次 射 中 的 环 数 为 二 [8 十 gw 十 10mo] 一 8 ' 冯 二 9。 至 十 10 。 ,nn 很 大 时 ,频率 
的 稳定 值 即 为 概率 ,平均 每 次 射 中 的 环 数 即 为 | . 
8X0.3 二 9X0.1++10X0.6=9. 3, 
由 此 看 出 这 个 射手 的 水 平 为 平均 每 次 射 中 9. 3 环 ,这 个 平均 值 是 以 概率 为 权 的 加 
权 平 均值 . 
定义 1 设 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 为 


¢ ， Zl Tz 





P pi Pp2 
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如 果 级 数 
Dap 
绝对 收敛 , 称 其 为 6 的 数学 期 望 , 记 为 85, 即 
不 一 3 xip: 


i=1 


例 36 求 服从 0-1 分 布 的 随机 变量 的 数学 期 望 . 








解 E(E)= ZIzP 一 0 (一 加 十 1. 户 一 妃 
例 37 求 二 项 分 布 的 数学 期 望 . 
解 ” 设 随机 变量 < 服从 二 项 分 布 ,n 次 独立 重复 试验 中 事件 4 出 现 次 的 概 
率 
P(k)=ctp'g" (g=1—p), 
则 
EC 一 yp = YACepegr 


一 nk 
= Em DY 


只 
一 te—1 kl wm 一 1 一 (一 1) 
二 np DSC-ip 入 

*=} 


=np(p i 9q)"! = np. 

此 结果 说 明 事件 4 在 一 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p, 则 在 n 次 独立 重复 试验 中 ， 
事件 4 出 现 的 次 数 & 的 期 望 值 为 zz， 

用 同样 的 方法 可 以 求 得 泊 松 分 布 的 数学 期 望 为 4, 读 者 可 自己 验算 . 

(2) 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 

设 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 为 p(z) ,由 于 

Plr<é<zriAr)= Fr Ar) ~ F(z) 
2 (zx) dr, 

故 离散 型 随机 变量 的 z,P CE 二 x;) 对 应 于 连续 型 随机 变量 为 zp(r)dr, DriP(E = 7,) 


对 应 于 | ”zp(z)dz, 于 是 给 出 如 下 定义 . 


定义 2 设 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 为 9(z) ,如 果 积 分 | ”zgcz)dz 绝对 收 
敏 , 则 此 积分 为 6 的 数学 期 望 , 即 
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E(6) = | zg)dz. 
例 38” 设 随机 变量 服从 均匀 分 布 ,其 密度 函数 











1 az 
G(x) = bp—a’ BY 一 3 
0， 其 他 ， 
求 数学 期 望 E (6). 
解 
EC)= | rndr— | Fd 
= (a 4b)， 
即 & 的 期 望 值 在 其 取 值 范围 的 中 央 . 
例 39 正 态 变量 的 密度 函数 为 
p(x) = 1 e sr 
2ng 
试 求 其 数学 期 望 (&). 
解 


十 oo 


EC= | z+ Gx)dz 





2 1 三 于 
一 一 (ot 十 pe dt， 
V2NX yc 





利用 换 元 积分 法 可 知 


十 co £2 
| te 2dt = 0. 





1 *. 六 应 
而 i 为 N (0,1) 的 密度 函数 ， 





一 几 . 
即 服从 正 态 分 布 Wu,o2) ,其 数学 期 望 为 yx 


若 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 则 用 同样 的 方法 可 以 计算 数学 期 望 EC6) 一 坟 . 
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(3) 数学 期 望 的 性 质 

1) EC(C) 一 C ”(C 为 常数 ); 

2) E(CE)= 二 CE(&) (C 为 常数 ); 

3) E(é+é)=E(t)+E(é,). 

例 40 试 证 随机 变量 & 与 期 望 值 EE 的 偏差 的 期 望 值 为 0. 

证 《与 E56 的 偏差 为 6 一 E4, 因 为 Ek 为 常数 , 故 ECEE) 二 Ek, 所 以 

E(é—Eé)=Eé—E(E)= EEé=0. 

(4) 随机 变量 函数 的 数学 期 望 

随机 变量 的 函数 7=g(&) 亦 为 随机 变量 ,要 计算 g (8) 的 数学 期 望 ,只 需 知 & 
的 概率 分 布 , 具 体 方法 如 下 : 

1) 若 $ 为 离散 型 随机 变量 ,概率 分 布 为 








则 w= 二 g(§) 的 数学 期 望 为 


E7 一 2 Erp 
2) 若 § 为 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 为 p(x) , 则 7 = g(x) 的 数学 期 望 为 
En = | gaga)dz. 


例 41 设 E~N(0,1) 求 E&?. 

















解 
十 oo 1 zx 
Ee=| 7 dz 
一 co 工 
1 十 eo 2 
=- 去 | xXxde 2 
XJ-~ 
1 #1 fr 
|| 
Ls oo AN/-~ 
=0 十 1= 1 


9.7.2 随机 变量 的 方差 ,标准 差 


随机 变量 的 数学 期 望 反 映 了 其 均值 的 大 小 ,在 许多 实际 问题 中 ,只 知道 均值 还 
不 能 反映 事物 的 本 质 . 一 个 最 简单 的 例子 就 是 手表 的 日 走时 误差 问题 . 

例 42 甲乙 两 工厂 生产 的 两 种 手表 ,它们 的 日 走时 误差 ( 秒 ) 分 别 为 和 和 &,， 
相应 的 分 布 列 为 
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一 1 0 1 
6 ， 
0.10.80.1 


< | 一 2 一 1 0 1 2 
“01 0.2 0.4 0.2 0.1 
试 计算 Ef; 和 Ef,, 并 考虑 由 此 说 明 什 么 问题 . 
解 E61 二 (一 1)X0.1 十 0X0.8 十 1X0.1=0. 
同 理 Eé, 二 0. 
由 此 说 明 要 从 数学 期 望 比较 两 个 厂 生产 的 手表 的 质量 ,无 法 得 出 结论 . 
为 此 ,讨论 与 E& 的 偏差 . 因为 偏差 有 正 负 ,讨论 绝对 值 又 不 方便 , 且 由 例 40 
知 E(S 一 E§) 一 0, 没有 实际 意义 , 故 讨论 偏差 平方 的 数学 期 望 ECE 一 5&)?. 
定义 3 设 £ 是 一 个 随机 变量 ,车 (6 一 E56)? 存在 , 则 称 其 为 6 的 方差 (vari- 
ance), 记 为 DCé), 即 


9 


DOE)=E(E— EEé)’. 
又 称 ~/DE 为 E 的 标准 差 ( 均 方 差 )(standard deviation)， 

由 定义 3 知 ,方差 是 偏差 人 一 有 6) 的 平方 的 数学 期 望 , 它 是 描述 随机 变量 对 其 
数学 期 望 的 离散 程度 的 一 个 量 .方差 小 ,说 明 随 机 变量 所 取 的 值 密集 在 其 数学 期 望 
左右 ;方差 大 ,说 明 随机 变量 所 取 的 值 与 其 数学 期 望 偏离 较 大 ,比较 分 散 . 

方差 的 具体 计算 的 方法 如 下 : 

(a) 对 离散 型 随机 变量 2 

Dé = D>) x — EYP(E = zx); 


k=1 


(b) 对 连续 理 随 机 变量 #, 若 密度 函数 为 gCz) 
De = 人 一 EE)2pCz)dz; 


(c) 由 方差 的 定义 及 数学 期 望 的 性 质 推出 的 计算 公式 
Dé = Eé: 一 ( 开 6)2. 
例 43 计算 例 42 中 DE 和 Dé;, 并 说 明 由 此 得 出 什么 结论 . 
解 Dé =Eé? 一 0 
一 (一 17)2X0.1 十 02X0.8 十 12X0.1 一 0. 2， 
Dé, =Eéi—0 
二 (2)?X0.1 二 (1)?X0.2++0?X0.4 
十 1*X0.2 十 22X0.1 
一 1. 2. 
显然 D6<Dez ,说 明 甲 厂 生产 的 手表 日 走时 误差 接近 0, 从 走时 准确 性 分 析 手 表 的 
质量 较 好 . 
例 44 求 泊 松 分 布 的 方差 . 
解 ” 泊 松 分 布 POé=A)—Ae [之 | ， 
! k=0,1,2,.… 
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_ Ere De + Eé 


= Sh 一 1) eT 十 4 
k=0 





DE 一 开拓 一 (6)2 一 委 十 1 一 姑 一 人 
例 45 设 6~N(p,o) 求 DE 和 标准 差 /D&E. 
解 ”由 本 节 例 39 知 EF 二， 
DE= EF[é — EEéT 
= E[é — py] 


十 co 他 一 已 
=| (并 一 LA。 1 2 dz 








标准 差 VDE=o 
读者 可 自行 计算 : 
阁 服 从 伯 努 利 分 布 B(x,p), 则 Dé=np (1—p); 
车 服从 均匀 分 布 U[a,5], 则 De= 训 (6—a)’; 
若 《服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 则 
Ds= 坪 . 
利用 方差 的 定义 及 数学 期 望 的 性 质 可 得 方差 的 性 质 ， 
(a) 设 C 为 常数 ,二 C, 则 Dé=0; 
(b) D(CE)==C?D(E), 其 中 C 为 常数 ， 
(c) 若 & 与 ”相互 独立 , 则 DCE 二 7)==D& 十 Dy. 
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例 46 设 所 ,5,…,6, 相互 独立 ,有 相同 的 方差 D(6) 一 一 , 求 = 二 的 的 方 
差 . 
解 DO= D1 Ys] 
|， 
一 次 PL 
| 。 
一 让 忆 D[6] 
1 
该 例 说 明 一 个 随机 变量 # ,为 减少 偏差 ,将 重复 取 值 次 , 记 这 次 的 观测 值 
为 x2. 这 次 的 均值 对 应 的 随机 变量 5 一 了 ,其 方差 为 的 方差 的 革 


入, 即 关于 其 教学 期 六 信 关 各 度 小 得 多 


数学 期 望 和 方差 是 反映 随机 变量 特性 的 两 个 重要 的 数字 特征 ,统计 学 中 经 常 


用 到 ,读者 可 记 住 这 些 结果 ,以 便 应 用 . 


1. 为 什么 定义 数学 期 望 时 需要 zsps 绝对 收 需 这 一 条 件 ? 
2， 随机 变量 5 的 数学 期 望 是 否 一 定 存在 ? 考察 柯 丁 分布 

9) A 
3. 试 证 DE 二 (56?) 一 (EE)?. 


4. 某 地 区 进行 疾病 也 普查 , 需 检 验 每 个 人 的 血液 , 若 先 将 户 个 人 分 成 一 组 ,如 
果 检 验 结果 阴性 ,表明 受 试 者 全 为 阴性 ,如 果 检 验 结 果 阳 性 ,再 逐个 检查 ,试问 这 种 


方法 能 否 减 少 检查 次 数 ? 


1, 随机 变量 的 取 值 x 的 顺序 是 可 以 随便 改变 的 ,数学 期 望 的 定义 中 应 该 允 
许 改变 zi 的 顺序 而 不 影响 其 收 伊 性 及 其 和 值 ,这 在 数学 上 相当 于 要 求 级 数 绝对 收 


敛 . 
2. 由 数学 期 望 定义 ,必须 积分 


十 co 
| Xp(r)dzr 
绝对 收 化. 
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本 题 中 ,由 于 积分 


+ dd 并 


十 oo 1 d 
| lz nl 二 x) ?| x(1 十 ?) 


十 ce 








= In(l 十 x’) 
Tn 


一 十 co， 
表明 柯 西 分 布 的 数学 期 望 不 存在 . 
以 上 结果 表明 对 任意 随机 变量 , 它 的 数学 期 望 不 是 一 定 存在 的 . 
3. 证 明 
Dé= E(€ — EEé): 
= E[6 — 2éEé + (E€)’] 
= Eé: — 2EEEE + (EEé)? 
= EFEé: — (Eeé). 
4. 设 受 试 者 检验 结果 为 阳性 的 概率 为 p, 则 阴性 的 概率 为 g 二 1 一 p, 一 般 来 说 
各 人 检验 的 结果 是 相互 独立 的 ,个 人 部 为 阴性 的 概率 为 y, 其 中 有 人 阳性 的 概率 
为 1 一 gq*. 
设 为 每 个 人 所 需 检验 的 次 数 ,显然 , 当 上 个 人 部 为 阴性 ,平均 每 人 检查 十 次 ， 


当下 个 人 中 有 阳性 , 则 必须 每 人 再 检查 一 次 ,平均 每 人 检查 1 十 二 次 , 故 的 分 布 列 为 


1 1 
a 1 十 到 |. 
g* 1— gag 





由 此 可 知 ,每 个 人 平均 所 需 检查 的 次 数 为 
Et= 4¢+|1+i)0—¢) 
二 1 一 g* 十 二 . 

如 果 逐 个 检查 每 人 平均 检验 1 次 . 故 当 

1 
VE 
时 ,用 分 组 的 办 法 能 减少 检验 次 数 . 另外 , 若 已 知 9, 则 可 由 BE 一 1 一 gt 十 二 选取 时 
合适 的 整数 bo, 使 得 EE 达到 最 小 值 . 





1 一 多 十 到 到 1 即 g> 








习 题 9 


1， 指出 下 列 各 题 中 哪些 成 立 , 哪 些 不 成 立 ? 
(1) AB=AUB; 
(2) A—B=48B; 
(3) (4B) (4 B)=V (不 可 能 事件 ); 
(4) AB=B. 
2. 有 4,B,C,D 4 个 事件 , 试 写 出 下 列 事件 的 逆 事 件 ， 
(1) 4,B,C,D 至 少 有 一 个 发 生 ; 
(2) 4,B,C,D 至 少 有 两 个 发 生 . 
3, 设 4,B,C 为 3 个 随机 事件 , 且 
AB =V,BC = 了. 
试问 :4C 是 否 为 不 可 能 事件 ,请 举例 说 明 . 
4: 有 30 只 小 白鼠 ,其 中 有 6 只 做 过 某 种 药物 试验 ,现任 取 5 只 , 求 其 中 有 2 只 
5. 从 52 张 扑 克 牌 中 抽取 4 张 , 抽 得 4,KK,Q,J 的 概率 是 多 少 ? 抽 得 同 花 的 4， 
KK,Q,J 的 概率 又 是 多 少 ? 
6. 任 取 一 个 正 整 数 , 求 该 数 的 平方 的 末 位 数 是 1 的 概率 . 
7. 设 4A,B,C 3 个 事件 ,有 





P(4)=P(B) 一 P(C) 一 工 ， 


P(AB)=P(BC)=0, P(AC)= 襄 . 


求 :(1) 4,B,C 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 ; 
(2) 只 有 A 发 生 的 概率 ; 
(3) 只 有 4,B 两 者 发 生 的 概率 . 
8， 假如 某 城市 中 患 甲 病 的 概率 P(4)=0.3% , 患 乙 病 的 概率 P(B) 一 4% ,从 
人 群 中 任 抽查 一 人 , 问 此 人 
(1) 既 患 甲 病 又 患 乙 病 的 概率 为 多 少 ? 
(2) 至 少 患 其 中 一 种 病 的 概率 为 多 少 ? 
9. 设 P(A4)==a,P(B)=6b, 若 4,B 互 不 相 容 , 求 ; 
(1) P(A+B); 
(2) P(AB):; 
(3) P(A+B); 
(4) P(B/A); 
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(5) P(A/B). 
10， 有 6 个 元 件 串 联 , 每 个 元 件 出 故障 的 概率 为 Pi 二 0.3, P;== Pi 二 0.2， 
PP 二 P= 二 0.1,Pe 一 0.4. 求 : 
(1) 线路 出 故障 的 概率 ; 
(2) 若 元 件 并 联 , 线 路 出 故障 的 概率 . 
11, 袋 中 有 质地 、 大 小 相同 的 蓝 、 白 ,、 红 3 种 色 的 球 各 1 个 ,有 放 回 地 抽 3 次 . 求 ; 
(1) 3 次 颜色 相同 的 概率 ; 
(2) 3 次 都 为 红色 的 概率 . 
12. 某 项 调查 表明 年 龄 大 于 60 岁 的 1 万 人 中 ,有 4000 人 经 常 吸烟 ,其 中 又 有 
1800 人 肺 功 能 严重 紊乱 ,不 吸烟 者 中 1500 人 肺 功能 严重 紊乱 . 问 :吸烟 与 肺 功能 严 
重 紊乱 两 事件 是 否 相互 独立 ? 


13, 设 事件 4,B 相互 独立 , 且 P(C4)> 六 ,PCB)> 卫 , 试 证 4 与 B 不 可 能 互 不 


14. 设 男 人 (4) 患 色盲 (8) 的 概率 为 0.05, 女 人 患 色盲 的 概率 为 0.0025 (男女 
人 日 1 : 1), 用 下 列 两 种 方法 计算 人 类 和 患 色盲 病 的 概率 , 哪 种 方法 错误 , 错 在 哪里 ? 
(1) PC(B)=P(AB+AB)=P(AB)+P(AB)=0.05+0. 0025 
一 0. 0525; 
(2) P(B)=PC4B+4B)=PC4B) 十 PC4B) 
=P(A). P(B/A)+P(A). P(B/A) 


= 二 Xx0. 05+ 记 XX0. 0025 


一 0.02625. 

15. 两 名 工人 加 工 同一 种 零件 ,如 果 甲 的 废品 率 为 0. 03, 乙 的 废品 率 为 0. 02， 
甲 加 工 2000 个 , 乙 加 工 1000 个 ,这 些 零 件 放 在 一 起 检验 . 如 果 任 抽出 一 件 , 它 是 次 
品 的 概率 为 多 少 ? 已 知 某 零 件 是 次 品 , 它 是 乙 加 工 的 可 能 性 为 多 少 ? 

16. 一 名 B 型 血型 的 女性 , 其 配偶 为 O 型 血型 ,所 生子 女 为 0 型 的 概率 
P(4O/O)=0.25, 配 偶 为 A 型 ,子女 为 O 型 的 概率 P(O/4)= 0.0625, 配 偶 为 了 型 ， 
子女 为 O 型 的 概率 P(O/B) =0.0625, 配 偶 为 AB 型 ,子女 为 0 型 的 概率 
P(O/48) 一 0. 设 人 群 中 型 :36%,A 型 :28%,B 型 :28%,AB 型 ;8%. 如 果 已 知 
该 女性 生 一 O 型 孩子 , 问 ， 

(1) 某 AB 型 男性 ,是 否 可 能 是 孩子 的 亲生 父亲 ? 
《2) 孩子 的 亲生 父亲 血型 是 否 一 定 为 O 型 ? 为 什么 ? 

17. 某 产品 的 合格 率 为 80% ,用 简易 方法 将 合格 品 判 为 正品 的 概率 为 0.95, 将 
不 合格 品 判 为 正品 的 概率 为 0. 10, 求 用 简易 方法 判 为 合格 品 的 准确 率 为 多 少 ? 

18， 对 一 批 动物 做 药物 毒性 试验 ,如 果 有 毒性 反应 的 可 能 性 为 30%, 间 10 只 
动物 中 有 3 只 有 毒性 反应 的 概率 为 多 少 ? 

19. 某 种 器 械 使 用 1000 次 以 上 损坏 的 概率 为 0. 2 ,那么 3 件 器 械 使 用 1000 次 
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以 后 最 多 只 有 一 个 损坏 的 概率 为 多 少 ? 

20, 给 青蛙 每 单位 体重 注射 一 定 剂量 的 洋 地 黄 , 根 据 经 验 其 致死 的 概率 为 
0. 6, 今 给 2 只 青蛙 注射 , 求 死亡 只 数 的 概率 分 布 (分布 律 ). 

21. 从 一 副 扑 克 牌 中 抽出 5 张 , 求 其 中 红 桃 张 数 的 概率 分 布 . 

22. 设 随 机 变量 & 的 概率 密度 为 





C 
» < 妇 ]1， 
-| 了 Iz| 
0 ， 其 他 ， 
求 : (1) 常数 CC， 
(2) 落 在 区 间 ( 一 广 , 广 ) 内 的 概率 . 
23， 设 B(x) 为 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 分 布 函 数 , 随 机 变量 服从 N (ps0o)， 
试 证 : 
pO— 
Pla<é¢<b) =- 相生 4 一 中 2 


24. 设 ~N(1,0. 62) ,试用 标准 正 态 分 布 函数 @(z) 表 示 已 (56>0) 和 已 (0. 2 一 
6<1.8)( 提 示 : 利 用 上 题 结果 ). 

25. 试 作 出 标准 正 态 分 布 概率 密度 函数 的 草图 ,由 此 能 佑 计 Nuc2) 的 密度 函 
数 的 图 形 吗 ? 

26. 设 随机 变量 的 分 布 律 为 


P(e 一 有 一 全 = 1,2，…,N， 


试 确定 常数 a. 
27. 设 服 从 泊 松 分 布 , 且 已 知 
Pl(€ = 1) = P(t = 2), 
求 P(E=4). 
28， 设 随机 变量 的 分 布 函 数 为 
(i Z 之 0， 
0， Z<0， 


F(z)= 


求 &€ 的 数学 期 望 和 方差 . 
29， 设 随机 变量 6 的 分 布 律 为 


(7! 0 1 
0.4 0.3 0.3)° 
求 EE 和 Dé. 
30, 设 的 概率 密度 为 
全 一 ] 坟 Xz 之 0， 
p(X) = 
1 工 一 Z， 0 委 工 所 1 
求 Ef 和 Dé. 
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10. 
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12. 
13. 
14. 


15. 
16. 


17. 
18. 
19， 
20， 
21. 
22. 
23. 
24. 


25. 
26. 


习题 9 答案 


. (1)(2)(3) 成 立 ，(4) 不 成 立 . 


0. 2130. 


. 4/C4, 9 4/Ct,. 


0. 2. 





5 9 3 
， (1) 8 ; (2) 64 (3) 84 
. (1) 0. 00012; (2) 0. 04288. 


(1) ca 十 p (2) 0; (3) 1 一 5 (4) 二 (5) 1. 


0.782， 0.000048. 
1 1 


9” 27 
相互 不 独立 . 
略 . 
(1) 错 ,“ 男 色盲 的 概率 ”与 “男人 中 患 色 育 的 概率 ”两 个 概念 不 同 ,后 者 表 
示 条 件 概率 . 

0. 0267， 0. 25. 


(1) AB 型 男性 为 孩子 亲 父 的 概率 为 0; 

(2) 孩子 亲生 父亲 的 血型 为 O 型 的 概率 为 0. 72. 
0. 924. 

0. 27. 

0. 104. 

el 0 1 2 


i\0.16 0.48 0.36/° 


P(é=£2)=CiC /Ci (k=0.1.2.3.4.5). 
1 1 

x’ 3° 

略 . 

$C ) ，28( 生 ) 一 1 

略 . 

1. 
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La ] 


0. 69. 


一 0.1， 


29. 


30. 0， 








第 10 章 
线性 代数 初步 


医学 科研 及 管理 中 的 数学 模型 大 部 分 可 以 近似 地 用 线性 方程 组 来 描述 ， 它 是 
线性 代数 (linear algebra) 研究 的 主要 对 象 ， 所 用 的 理论 工具 是 矩阵 代数 . 矩阵 代 
数 是 学 习 医 学 统计 、 生 物 物理 、 模 糊 数学 、 计 算 机 应 用 、 现 代 管 理学 、 运 筹 学 、 最 
优化 理论 、 数 学 建 模 等 课程 不 可 缺少 的 工具 . 


10.1 行 列 式 
10. 1. 1 行列 式 的 定义 
定义 1 设 有 x 个 实数 ， 排 成 的 行列 的 正方 表 


QI Ml 0 a 
G21 G22 "Gan 
Ga Cn2 "9" Gnn 


称 为 n 阶 行列 式 (n-order determinant). 
它 的 值 是 一 个 实数 .如 何 求 出 这 个 实数 ， 将 在 10. 1. 3 节 中 讨论 . 


10. 1.2 行列 式 的 性 质 


为 书写 方便 ， 下 面 以 三 阶 行列 式 为 例 来 讨论 行列 式 的 性 质 . 
性 质 1 行列 互 换 ， 其 值 相等 . 


dl dl2 Qi3 


G21 G2z U23|— |G0i7 Co Qa2 











Q31 CQ32 433 


性 质 2 两 行 ( 列 ) 交换 ， 其 值 反 号 . 


Qil G21 | 
Ca13 G23 433 


“321， 








CI G12 G13 Ul G12 413 Cil CI3 12 
Uz] az 423| 一 一 |43s1 G3 433| 一 一 |431 023 222 
Ud31 CQ32 0Q33 CQ21 4d22 23 C31 433 U32 
性 质 3 某 行 ( 列 ) 各 元 素 乘 以 上 (天 0)， 其 值 也 乘 以 太 . 
Aall U12 13 al ai kais Ql dil2? CC13 
kazl Ras Ras| 一 |a az kazs|=klas az Q23 
C3l CQ32 U33 ds 0G32 kass U31 U32 433 
性 质 4 两 行 ( 列 ) 相等 ， 其 值 为 零 . 
Ql ZX12 G13 Ql CGI CQ13 
Ql dl2? 013| 一 |az ao Qa231=0 
U31 U32 CC33 U31 U31 433 


Cl1l C12 U13 ai aiz ka 
CQ21 C22 az | 一 ja at karl=0 
kal ka ka asl a3 kaa 
性 质 5 某 行 ( 列 ) 各 元 素 全 为 零 ， 其 值 为 零 . 
QI Gl? Cl13 al al 0 
0 0 0 | 一 CQ21 CC22 一 0 
Adsl G32? 433 23l as 0 


性 质 6 某 行列 ) 的 各 元 素 是 两 项 之 和 ， 则 这 个 行列 式 可 表示 为 两 个 行列 式 
之 和 . 
Ul dl2 Q13 Ql11 Qi2 Ci3 Zi dl: CI13 


Qa 二 Tb as 十 0 azs 十 六 | 一 az az azs| 十 | bi 2 bs 


CQ31 Q32 CQ33 Ca3lL .032 CQ33 CQ3l 2C32 433 
Qu 十 bl aiz ai Ul QI 013 bl a als 
al 十 pb as az3|= Qz1 az az| 十 12 azz U23 
Qa 十 bs asz a3s CQ31 dd32 U33 bs asz G33 


性 质 7 某 行 ( 列 ) 的 各 元 素 同 乘 以 数 k 对 应 地 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 ， 其 值 
不 变 . 


CQ21 C22 Q23 一 |421 GQ22 GQ23 


G3l 十 ka Qa3z 十 kal, a33 十 kals CQ31 G32 dd33 


第 10 章 线性 代数 初步 


“323 





ai Qi12 十 pan ais CI QI2 413 
dn Gz ka Ql lA cs Q23 
asl Q32 十 Rasl Gas U3l G32 433 


10. 1.3 行列 式 的 计算 
(1) 二 阶 行列 式 用 对 角 线 法 计算 








Ul 512 
一 411C422 一 Q21012 
C21 422 
(2) 2” 阶 行列 式 的 计算 
定理 1 zz” 阶 行列 式 
Ul Ql2 Qiln 
p= CQ21 “2 (2 


Ca Qnz “°° Gnn 


可 以 按 第 i 行 (一 1，2， "1) 展开 为 





D= .ad anrdi tt 


或 按 第 7 列 (j= 二 1，2，-…，n) 展开 为 


D 一 QU 十 Q2j 2 十 i 


十 Ca 


十 Caoj Lo， 


其 中 (4;;) 称 为 元 素 az 的 代数 余子 式 〈Cofactor)， 例 如 


CQ12 


Az 一 (一 1) 红 1 “ 


Rng Un3 


413 


32 CQ33 


Uln 


Gan 


Unn 


即 在 D 中 划 掉 aza 处 的 行 (第 2 行 ) 和 列 (第 1 列 ) 得 到 的 一 个 子 行列 式 ， 再 乘 以 
符号 〈 一 1) 和 +1， 
例 1 用 定理 1 展开 三 阶 行列 式 


Ql1 QI12 413 
D= lasy ds ass 
G31 G32 G33 


解 ” 按 第 一 列 展开 (用 [m] 表示 第 mx 列 ); 
[1 
D =aunAn+t azalAlzi 十 ail43 


Q22 CQ23 dis 213 Ql2  Q13 
一 Qi 一 1)1+1 


十 azl( 一 17)2+1 














十 3l( 一 1)3+1 





ds32 Wa3 Qaz Ga33 





C22 0Q23 












































Q22 423 CI12 413 CQ12 413 
二 41l 一 Q321 十 Qal 
CQ32 433 G32 433 C22 223 
_ _ 
按 第 二 行 展开 (用 (xm) 表示 第 x 行 ); 
2) Cl12 AQ13 Ql CQ13 243 Ql 12 
D 二 Qo1 (一 1)2+! 十 Qz2(— 1)2+? 十 Qa23(— 1) 
C32 433 CQ3l1 433 C3l G32 
dil2 413 dil Q13 Ql CQ12 
二 一 421 十 azz 一 G23 
CQ32 433 Q31 433 431 432|. 




















从 上 例 看 出 ， 只 要 确定 第 一 元 素 (ai 或 aa) 的 代数 余子 式 的 符号 ， 后 面 就 按 
正 负 相间 的 法 则 往 下 写 就 行 了 . 
按 二 阶 行列 式 的 计算 方法 ， 不 难 算出 : 


D = allazzass 十 alsazl4sz 十 431012C23 013422031 一 QIIQ23432 一 QI12C21Q33， 








2 1 3 2 4 1 1] 3 
m2 1 eh 
_]1 1 4 一 4 1 一 4 2 4 
一 2( 一 8 一 4) 一 (一 4 一 3) 一 (4 一 6) 
一 一 15. 
从 定理 1 可 以 看 出 ， 若 用 行列 式 的 性 质 ， 把 某 行 〈 列 ) 的 大 多 数 元 素 化 为 零 ， 
可 以 使 计算 变 得 简单 . 
2 .1 3 2 1 3 
例 3 1 2 1 2 有 
一 1 1 —4 0 3 0 1 4 











三 一 3(8 一 3) =— 15. 


从 定理 1 还 可 以 看 出 , 若 能 将 行列 式 对 角 线 下 方 (或 上 方 ) 的 元 素 全 部 化 为 零 ， 
此 时 行列 式 的 值 等 于 对 角 线 上 诸 元 素 的 乘积 . 














2 3 ll 3 .|31 3 
2 1 
例 4 4| 一 一 3 2 4 一 2 1 1 
一 一 0 1 一 0 1 一 4 
3 1 3 
一 1(2) 二 (3) 
一 一 一 一 |01 1/=3x1X(- 5)=—15. 
0 0 一 5 
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1 0 1 3 
1 0 1 3 (1) + (4) 
1 一 14 2| C1)+(2) 10 一 1 3 一 1] 
例 5 一 2 
3 3 1 1 3(1) 十 (3) 0 3 2 8 
一 1 一 1] 2 3 0 一 上 3 6 
1 0 1 3 
) 十 (3) 0 一 1 3 一 了 
+ =1X (~-1)xX7x?7=~ 49. 
一 1(2) 十 (4) 10 7 一 11 
0 0 7 
定理 2 nn 阶 行列 式 
Ql 412 Cln 
Q21 G22 G2n 
D= Cil 的 din 
CAL Qk2 Gen 
a 1 dn2 dn 





中 ， 当 4 尖 ; 时 有 
and 十 awdis 十 … 十 an4a 一 0. 
证 把 DD 中 第 i 行 中 的 元 素 换 成 第 行 的 元 素 ,因为 k 冯 i, 所 以 构造 的 行列 式 
Di 中 有 两 行 相同 ， 由 性 质 4 知 Di 一 0. 
注意 到 行列 式 Di 的 第 ; 行 的 代数 余子 式 4;; (j 二 1，2，…, n) 就 是 万 的 第 ; 
行 的 代数 余子 式 A (j 一 1，2，…，n)， 把 D, 按 第 i 行 展 开 ， 得 
Di = an4a 十 ab4ia 十 … 十 QimAin. 
而 Di 二 0， 歼 当 隆 i 时 有 
aa4a + arsAiz tt amAn = 0. 


10.2 和 拓 阵 
10. 2.1 和 持 阵 的 概念 
定义 2 由 mxXn 个 实数 按 一 定 次 序 排 成 的 有 行列 的 数 表 


CQC2 A222 1 dzn 
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称 为 mXn 和 矩阵 (matrix)， 这 mx Xn 个 数 叫做 矩阵 4 的 元 素 ，ai 叫 做 矩阵 4 的 第 
i 行 第 7 列 元 素 ，4 的 维 数 为 mXn， 算 阵 4 可 简 记 为 


A= [aij Jnxa. 
当 m 二 1 时 ，4= [an ap … aij, 称 为 行 矩 阵 (row matrix) 或 行 向 量 ，; 
当 n=] 时 ， 
Qi11 
A= | 
dml 


称 为 列 矩阵 (column matrix) 或 列 向 量 . 

mXn 矩阵 可 氛 看 成 是 由 m 个 行 向 量 组 成 ， 亦 可 以 看 成 是 由 个 列 向 量 组 成 . 

元 素 全 为 0 的 抢 阵 称 为 零 矩阵 (zero matrix)， 记 为 0. 

如 果 4= [aij] 和 B= [6j] 都 是 mXn 矩阵， 上 且 满足 

Qj = bi = 12 Mm; = 1,2,° ,7), 

则 称 矩 阵 4 与 矩阵 B 相等 记 为 A4=B. 

nXn 和 矩阵 4= [ai],xs 称 为 n 阶 (order) 方 阵 ， 简 记 为 [aijj],. 

在 二 阶 方 阵 [ai], 中 由 左上 角 向 右 下 角 所 引出 的 对 角 线 称 为 主 对 角 线 (main 
diagonal)，ai (i 二 1]，2,，…，n) 称 为 n 阶 方 阵 [a]; 的 对 角 线 元 素 , 

对 角 线 元 素 都 是 1， 其 余 元 素 全 为 0 的 阶 方 阵 称 为 n 阶 单位 矩阵 Cunitary 
matrix)， 记 为 In， 简 记 为 I 如 

0 


1 0 ! 
n=-| | 73 一 0 
0 1 


0 
0 01 
除 对 角 线 元 素 外 , 其 余 元 素 全 为 0 的 方 阵 称 为 对 角 矩 阵 (diagonal matrix). 如 


下 本 | 


0 0 一 5 

形 如 CQ G12 ?dln 2411 0 
0 as … aa 与 4 Q22 0 
0 0 ">"® Unn dnl Cn2 Con 


的 方 阵 分 别称 为 上 三 角形 矩阵 和 下 三 角形 矩阵 ， 统 称 为 阶梯 形 矩 阵 . 
例 6 写 出 方 阵 
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3 3 3 
A=|16 6 6 
9 9 9 


的 单位 和 矩阵、 对 角 和 矩阵 和 阶梯 形 矩 阵 . 
解 4 的 单位 矩阵 、 对 角 和 矩阵 和 阶梯 形 和 矩阵 分 别 是 











1 0 0 3 0 0 3 3 3 3 0 0 
0 1 0 ， 0 6 0 ， 0 6 6 ， 6 6 0|. 
0 0 1 0 0 9 0 0 9 9 9 9 





10. 2.2 ”矩阵 的 加 法 与 数 乘 


定义 3 设 4= [aij, B= [6] 同 为 mXn 和 矩阵, 则 和 矩阵 4 与 8 的 和 记 为 4 
十 B， 计 算 方法 是 各 对 应 元 素 相 加 ， 即 





4 十 pb az 十 Do ‘ab 
十 4 十 bz ez 十 bo 
A++B= 2 21 C2 22 2 2 ， 
Caml 十 Dnl Gm2 十 Do "0" Cn 十 Dn 
定义 4 一 个 实数 &〈 天 0) 与 征 阵 4 的 数 乘 记 为 4， 计 算 方法 如 下 ， 
CI CI Qln ka ka ka 
有 42 G22 i Qon Raz Ras kaz, 
QAm Adm? dm kam kam … ka 
例 7 
1 1 2 0 3 3 一 4 0 一 1] 3 
3j 一 2 2 一 2 上 1 -1|= |--6 6| 十 | 一 ” 2| 一 | 一 8 8|. 
1] 1 0 1 3 3 0 一 2 3 1 
和 抢 阵 的 加 法 与 数 乘 满足 以 下 性 质 ， 


(a) 交换 律 A 十 B= 二 B 十 A4; 

(b) 结合 律 (4 十 B) 十 C=4 十 (B 十 C)， 
k(AA)= (k2) A; 

(c) 分 配 律 (A 十 B)=kA+kB， 
(k++A)A=kATAA; 

(d) 零 元 0+4=4,4 二 (一 4)=0 

(e) 单位 元 7 .4=4. 


10. 2.3 和 矩阵 的 逆 法 
定义 5 设 A=[ay] 是 mxil 和 矩阵 ,B=[64] 是 1Xn 和 失 阵 , 则 矩阵 4 与 B 的 乘 
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积 C=[Ci] 是 加 Xn 矩阵 ,其 中 
Ci = Se Go=1,2,. ,mk = 1,2,.",n)., 
从 定义 5 可 知 ,只 有 当 和 矩阵 4 的 列 数 与 年 阵 B 的 行 数 相同 时 才能 相 乘 








例 8 
2 3 3 1 
3 2 1 
1 3 
解 
3 1 
1 2 3 10 14 
a8 =| 2 ]: | 本 
1 3 
3 | 2 3 | 8 a 
BA=1|2 ?| 上 = 8 8 81. 
3 2 1 
1 3 10 8 6 
可 见 4B 关 8B4, 这 说 明和 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 . 
例 9 
1 
[1 2 一 11|=[1-—-2+1]= [0]. 
—1 








例 9 说 明 两 个 非 零 矩阵 的 乘积 可 以 是 零 甜 阵 





例 10 
25 40 
1 2 1 1 10 0 
= 10 2 2 4 9 B= 9 C 一 9 
10 10 
4 6 8 0 
0 5 
55 
AB = AC = i140 |, 
240. 


例 10 说 明 不 能 从 4B= 4C 中 消去 4 而 得 到 B=C. 

例 8 到 例 10 说 明和 矩阵 乘法 和 实数 乘法 是 不 同 的 ,不 可 将 实数 乘法 法 则 随便 用 
到 矩阵 乘法 中 . 

矩阵 乘法 满足 分 配 律 和 结合 律 ， 

(a) A(B+C)=AB+AC,; 

(b) (A+B)C=AC+BC; 

(c) (£4A)B= A(kB)=4(AB); 

(d) (CABis)C,, = A,: CBiCs, ). 
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10. 2. 4 ” 转 置 和 矩阵 与 正 交 和 矩阵 
定义 6 把 mxn 和 矩阵 


4 一 [as jxa 
的 行 与 列 互 换 , 可 得 到 nnXm 和 矩阵 
4 = [aj Jixn. 
41 称 为 4 的 转 置 矩阵 (transposed matrix). 
pee 
1) (4 ) "= 


2) Gp -A'+B'; 
3) (&4) 7 一 A4T; 

4) (AB)'=B'AT. 
例 11 已 知 


验证 (4B)T = BT4T. 


(AB)T = | |， 


rr-| ， ?| 2 | ?|= (4B)", 
1 一 4 外 -1 3 6 一 8 


定义 7 设 4=[ai] 为 n 阶 方 阵 ,如 果 有 
AAT = ATA =J, 
则 称 4 为 正 交 和 抑 阵 . 


可 以 验证 
dl 
均 是 正 交 矩阵 . 
正 交 和 矩阵 有 如 下 重要 性 质 ， 


性 质 设 4 为 正 交 和 矩阵 , 则 4 中 每 一 行 ( 列 ) 的 ”个 元 素 的 平方 和 等 于 1; 不 同 
行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 乘积 和 等 于 0, 即 


l,i 一 /了 时; 
Daes = 加 由 i 天 7 时， 
证 设 4 为 n 阶 正 交 和 矩阵 , 即 








QI 012 Ql 
A= 221 2 ds ， 
dn adn2 a 
由 定义 7 知 A4'=7, 即 
Ql 0 Girlal 0 0 1 0 
AAT 二 Q21 G22 i dzn| | 422 2 _ 0 
Gn dn2 Un] La G2n Ann 0 0 1» 1 


于 是 有 0 十 a% 十 … 十 a2% 二 1 (t=1,2,°,n), 
Qanadn+aizapzt "anan=0Gj,i=1 2， ;3] 二] ;2 ，…… ,71). 
例如 ,对 于 正 交 和 矩阵 


| 一 | 


sing cos0 
有 cos:0 十 (一 sing)2 一 1; sin20 十 cos20 一 1; cosbsing 十 (一 singycosbg 一 0. 
10. 2.5 ”矩阵 的 初等 变换 


和 矩阵 的 初等 变换 (elementary transformions ) 可 以 简化 矩阵 的 形式 . 初等 变换 
分 为 初等 行 变 换 和 初等 列 变换 . 矩阵 的 初等 变换 有 以 下 三 种 ; 

1) 互 换 矩 阵 的 两 行 ( 列 ); 

2) 以 常数 关 0 乘 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 中 的 所 有 元 素 ; 

3) 把 矩阵 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 倍 后 加 到 另 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 上 . 

对 于 任意 的 矩阵 4, 对 其 施行 初等 变换 , 均 可 化 为 以 下 标准 型 之 一 ， 


11 rr 0 
| 
其 中 了 表示 单位 矩阵 ,0 表示 0 矩阵 . 
例如 , 若 和 矩阵 4 可 以 化 为 LI 0] 型 ,其 演算 过 程 是 先 用 初等 行 变换 把 4 化 为 
[7 _C] 型 . 再 用 初等 列 变换 把 [7_C] 化 为 [7 全 型 . 
例 12 用 初等 行 变换 化 矩阵 


1 2 1 5 
4=|2 一 1 3 7 
3 1 1 6 


为 LI Cj 的 形式 
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解 


一 2(01) 十 (2) 


一 


一 341) 十 (3) 





2 1 5 1 2 1 5 
一 (3) 

-5 1 -3 0 -5 1 -3 

一 5 一 2 一 9 0 0 一 3 一 6 


1 
l 
0 
一 言 (3) : 2 1 | — 1(3) + (2) : 2 1 | 
> |0 一 5 1 一 3 一 |0 一 5 0 一 5 
0 
1 
l 
0 
1 








0 1 2 0 01 2 
一 言 (2) 2 1 5 一 202) + (1) 本 | 
-一 一 1 0 1 一 一 一 一 010 1 
0 1 2 0 0 1 2 
0 0 如 
一 :全 1 0 1|= [7 CI]. 
0 0 1 2 
例 13 用 初等 列 变换 把 例 12 中 的 [I C] 化 为 标准 型 [7 0]. 
解 1 0 0 1 1 0 0 0 
1 0 | 0 1 0 | 
0 0 1 2 001 2 
[2j 4 [4 1 000 
ri l 1 0 -0 0] 
0 0 1 0 


10. 2.6 ”和 抑 阵 的 秩 


定义 8 在 mxXn 和 矩阵 4 中 ,任意 有 行列 人 (min (m,n)} 的 交点 处 的 元 素 构 
成 的 阶 行列 式 ,叫做 矩阵 4 的 大 阶 子 式 . 

例如 1 2 3 4 

-| 3 4 5 

4 5 6 

分 别 是 4 的 一 阶 、 二 阶 .三 阶 子 式 . 

mXn 和 矩阵 A 的 & 阶 子 式 共 有 Ch。C: 个 . 


定义 9 在 mxn 矩阵 4 中 ,存在 一 个 + 阶 子 式 D 了 0, 且 所 有 大 于 + 阶 的 子 式 
全 等 于 零 , 则 称 挫 阵 4 的 秩 (rank) 为 x, 记 作 R(A4)=7. 


例 14 求 矩 阵 
1 1 2 3 
4 
3 0 3 3 





, 则 a 人 |， 








1 2 4 
2 3 5 
3 4 6 


的 秩 . 
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解 4 的 三 阶 子 式 有 4 个 ,可 以 算出 它们 都 等 于 零 . 但 存在 二 阶 子 式 


1 1| 
2 ,| 
一 1 关 0, 所 以 4 的 秩 是 2, 即 R(A)=2. 
利用 定义 9 来 计算 矩阵 的 秩 是 很 麻烦 的 . 可 利用 10. 2. 5 节 中 的 初等 行 变 换 化 
矩阵 4 为 上 阶梯 形 矩 阵 , 然 后 再 求 秩 . 
例 15 求 例 14 中 和 拖 阵 4 的 秩 . 














解 1 1 2 3 1 1 2 3 
2 1 3 4 + .1 -1 -» 

一 3(1) 二 (3) 
3 0 3 3 0 一 3 一 3 一 6 
1 1 2 3] 

一 3(2) 十 (3) 
一 一 0 一 1 一 1 一 2|. 
0 0 0 0 

_ .|1 1 _ 

存在 二 阶 子 式 0 一 一 10. 所 以 4 的 碳 是 2 即 RRC4) 二 2 





10. 2.7 方 阵 的 逆 阵 
定义 10 方 阵 4 中 元 素 av 的 代数 余子 式 4,(10. 1. 3) 组 成 的 方 阵 


A A 机 A 
叫做 4 的 伴随 矩阵 (conjugate transposed matrix )， 


例 16 求 方 阵 
1 0 1 
4 1 | 
2 1 0 
的 伴随 矩阵 4A*. 
1 1 1 1 1 1 
A = 二 一 4 三 一 = 2,4,; = 一 -一 
解 | ,| 1,4 | ,| 2 | ,| 1 
0 1 1 1 1 0 
Az 三 一 一 1 ,A 二 一 42 一 一 一 
| | 1,4 | :| 2 | ?| ! 
he 
1 1 1 1 
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故 
1 1 一 1 
4 = 一 | 2 2 0|， 
一 1 -1 1 





定义 11 设 A 是 n 阶 方 阵 ,TT 是 nn 阶 单位 矩阵 ,如 果 存 在 一 个 n 阶 方 阵 B, 使 
48B8=B4=7, 则 称 4 的 逆 阵 存在 ,B 叫做 4 的 逆 阵 (inverse matrix) , 记 作 4-!, 满 
足 4A4":=A4-14=I. 

定义 11 中 的 A™! 是 逆 阵 的 记号 ,不 能 理解 为 4-!==1/4. 若 4-: 存 在 , 则 称 4 
是 正则 和 矩阵 (orthogonal matrix). 








例 17 验证 
1 _1i 1 
2 2 2 
B= |~—1 1 0 
1 1 _1 
2 2 2 
是 例 16 中 4 的 逆 阵 . 
证 
1 _1 1 
1 0 1 2 2 2 1 0 0 
AB= |1 1 1 一 1 1 0|=10 1 0l=I 
2 1] 0 1 1 1 0 0 1 
2 2 2 


定义 12 由 阶 方 阵 4 的 元 素 构成 的 行列 式 称 为 方 阵 4 的 行列 式 , 记 为 
141 ,或 Det 4. 


例 18 求 例 16 中 的 方 阵 4 的 |4|， 


解 
1 0 1 1 0 0 
[41=01 1 1 | 0 ， 
2 1 0 2 1 一 2 














定义 13 对 于 阶 方 阵 4, 若 |41 关 0, 则 称 4 为 非 奇 异 矩 阵 ; 若 |4 | 二 0, 则 称 
4 为 奇异 (singular) 扬 阵 . 
定理 3 7” 阶 方 阵 4 的 逆 阵 存在 的 充 要 条 件 是 4 为 非 奇 异 和 矩阵 , 且 


-1__1 
4 一 4?. 
14| 


例 19 求 例 16 中 的 方 阵 4 的 道 阵 4A 
解 ” 据 例 18 中 的 141= 一 2 及 例 16 中 的 4' 可 得 
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1 1 1 
一 1 1 一 1 2 2 2 
-| 2 一 2 ||- -1 1 0 
一 1 一 1 1 1 1 _l 
2 2 2 
当 n 较 大 时 ,用 定理 3 求 道 阵 的 工作 量 是 相当 大 的 . 下 面 介绍 一 种 求 逆 阵 的 较 


简便 的 方法 . 
定理 4 对 阶 方 阵 4, 构造 nxX2n 窍 阵 [LA7j, 对 它 作 初 等 行 变换 , 当 左 半 部 
矩阵 4 化 为 单位 矩阵 了 时 , 则 右 半 部 矩阵 了 就 同时 化 为 4 一. 即 








[47] - 记 芝 生变 类。 [74- 
例 20 求 例 16 中 的 方 阵 4 的 逆 阵 47 
解 
1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 
一 1(1) 十 (2) 
[AIJ= Il111010ror01 0 ~—110 
2 1 0 0 0 1 0 1 一 2 一 2 0 1 
10 ioq is! 10 0 
— 1(2) + (3) 2 一 
-12D+ell 0 1 10 010 -1 1 0 
1 1 1 _1 
0 0 2 1 1 1 0 0 1 2 3 2 
1 _1 1 
(3) 十 ( 由 2 2 2 
一 143) 十 (1) 
一 一 -一 1o0o -1 1 0|= [14-!] 
1 1 _ 1 
0 0 1 2 ; ; 
故 
1 1 1 
2 2 2 
4 一 一 | 一 1 1 0 | . 
1 1 _1 
2 2 2 


10.3 线性 方程 组 
10. 3. 1 线性 方程 组 的 概念 
线性 方程 组 (system of linear equations) 反 映 自然 与 社会 现象 中 变量 间 成 比例 


变化 的 关系 . 虽然 自然 与 社会 现象 中 变量 间 的 关系 大 多 数 是 非 线 性 的 ,但 在 一 定 条 
件 下 ,可 以 把 它们 简化 为 线性 关系 来 研究 . 
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一 般 线 性 方程 组 形式 如 下 : 


Quxzi 十 ai2zz 十 … 十 an 一 


asziZl 十 azzZa 十 … 十 az 二 D2 


(10. 1) 
QamX1 十 QmzTz 十 … 十 amnTn 一 Oo 
其 中 m,n 是 自然 数 . 
线性 方程 组 (10. 1) 可 以 用 和 矩阵 表示 如 下 : 
al Qlz dln | | Xl bi 
G21 G22 GQ2n | | XT2 bp, 
， 一 | ， (10. 2) 
Cam1 人 ma2 Gmn x b 


简 记 为 AX=B. 若 B=0, 称 (10.1) 或 (10.2) 为 齐 次 线性 方程 组 ; 若 B 关 0, 则 称 
(10. 1) 或 (10.2) 为 非 齐 次 线性 方程 组 . 


10. 3.2 用 克 莱 姆 (cramer) 法 则 解 线 性 方程 组 
如 果 线 性 方程 组 (10. 1) 中 mm 二 n, 则 有 


Q11 十 azZa 十 … 十 anZn 一 Ob! 


azl71 十 4azzTz 十 … 十 Qazntn 一 02 


(10. 3) 
CaZ1l 十 Cross 十 … 十 ar 一 2 
记 (10. 3) 的 系数 行列 式 为 DD， 
Ql Qi12 Ql 
D= C21 “2 22 ， 
Cai Qn2 Cn 
构造 行列 式 
DD ai … Gln a 0 人 
万 | bs azz CQ2 ,DD = «9 G22 b; ， 
On Un2 加 向 | Unn Qnl Cn2 四 b, 
可 以 证 明 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 5 如 果 线 性 方程 组 (10. 3) 的 系数 行列 式 D 关 0, 则 方程 组 有 惟一 解 . 
D 
T= z= ; 石 一 学 


定理 5 称 为 克 莱 姆 法 则 . 
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例 21 解 非 齐 次 线性 方程 组 


Xi 一 Zs 二 Za 十 2z 一 1 
Xl 十 Xs 一 273 十 Z4 一 工 





Xl 十 X33 2Z4 一 1] 
Zil 十 zz 十 Ti 一 2 
解 
1 一 1 1 2 1 一 1 1 2 
1 1 一 2 1| 一 1G4) -+(2) 10 一 2 0 
D= 
1 0 1 一 1 1 0 ] 一 1 
1 1 0 1 1 1 0 1 
1 一 1 2 1 一 1 2 
(2) (1) 十 (3) [2] ] 一 】 
一 一 2|1 0 ”一 上 | 一 一 一 一 一 2 1 0 ”一 1 一 一 2 一 10. 
2 3 
1 1 1 2 0 3 
1 一 1 1 2 1 1 1 2 
1 1 一 2 1 1 1 一 2 1 
Di = 一 8， D; = 一 9， 
1 0 1 一 1 1 1 1 —1 
2 1 0 1 1 2 0 1 
1 一 1 1 2 1 一 1 1 1 
1, 1 1 1 1 ] 一 2 1 
刀 ; = 一 5， 站 = 一 3. 
1 0 1 一 1 1 0 1 1 
1 1 2 1 1 1 0 2 
故 
Di 4 2 D;, 1 Ds 3 





10. 3.3 ”用 矩阵 的 秩 和 行 初等 变换 解 线性 方程 组 
对 于 线性 方程 组 (10. 2) ,构造 矩阵 万 =[4B], 即 


G11 Qi2 an bi 
一 al G22 … do po 
4 一 

ml dmz 六 制 Umn b, 


称 mx Cn 十 1) 算 阵 有 为 线性 方程 组 AX=B 的 增 广 矩 阵 . 
定理 6 线性 方程 组 4AX=B 有 解 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 4 与 增 广 矩 阵 
所 同 秩 , 即 
R(A) = RCI). 
且 R(4A)==n 时 ,AX=B 有 惟一 解 ;R(A4)<n 时 ,AX=B 有 无 穷 多 解 . 
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线性 方程 组 AX=B 的 解法 如 下 : 

(a) 用 行 初等 变换 化 增 广 和 矩阵 4 为 阶梯 形 ; 

(b) 用 定理 6 判断 AX=B 是 否 有 解 ; 

(c) 如 果 R(A)= 一 RCA)=n, 将 4 化 成 [IT CJ 型, 写 出 4X=B 的 解 ; 


C 
< 如 果 RCD 一 R(D 一 r<w, 则 把 五 化 成 | 于, 设 一 ”个 自由 未 知 量 ， 


写 出 通 解 . 
例 22 用 上 面 的 方法 求解 例 21 中 的 线性 方程 组 . 


1 
0 


1 -1 1 2 1 -1 1 21 

1 1 -2 1 D+ lo 2 -3 —1 0 

解 4=| oo 1 | -1D+G) 0 1 0 -30 
一 1(1) 十 (4) 

1 1 0 1 0 2 -1 -1 


1 —1 1 2 
(225(3) |0 1 0 一 3 


1 1 
0 0 
0 0 0 一 3 5 0 
1 1 








0 0 一 1 LO 0 一 1 5 
1 一 ! 1 2 1 Nn 一 1 1 2 1 
(3)*>(4) 10 1 0 一 3 0| -3(3)+(4) 10 1 0 一 3 0 
0 0 —1 5 1 0 0 —1 5 1| 
0 0 —3 5 0 Lo 0 0 一 10 一 3 


R(4)=R(4)=4, 线 性 方程 组 有 惟一 解 . 下 面 将 化 为 [I CJ 型. 











1 一 1 1 2 1 1 0 0 4 2 
0 1 0 一 3 0 1] 0 一 3 0 
一 163) (2) + (1 

Lu) ?1 5 lr 0 0 1 -5 —1 
16 3 3 
0 0 0 1 10 0 0 0 1 16 

_ 4 

1 0 0 0 5 

3 

一 4(4) 十 (1) 0 1 0 9 10 

3(4) + (2) ] 

5(4) 十 (3) 0 0 1 0 了 

[0 0 0 1 10J 

4 9 1 3 

0 二 0 
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例 23 解 非 齐 次 线性 方程 组 
3z1 十 Xz 一 4z4 一 3 
271 一 zz 十 zs 一 2z 一 2 
Zl 一 3zs 十 27s 1 
1 


Z1 十 27 一 ZX; 一 2x4 一 
解 为 演算 方便 ,将 第 四 个 方程 与 第 一 个 方程 交换 , 则 有 
1 2 一 1 一 2 1 1 2 
本 二 2 一 1 1 一 2 2| 一 2G)+() 10 一 5 
本 一 一 1GD) 十 (3) 
1 3 2 0 1 一 3(1) + (4) 0 5 
3 1 0 一 4 3 0 一 9 
} 2 一 1 一 1 
一 1(2) 十 (3) |0 一 5 3 0 
一 1(2) 十 (4) 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
_ [fic 
R(4)=R(4)= 一 2<4, 把 闷 化 为 0 0 型 . 
1 2 一 1 一 2 1 1 0 
1 
一 一 (2) _3 _2 四 
5 0 1 5 5 0 2(2) + (1) 0 1 
0 0 0 
0 0 0 


设 zs 和 zt 是 自由 未 知 量 , 得 线性 方程 组 的 通 解 为 


一 二 一 





3 2 
之 2 一 3 十 5 


例 24 解 齐 次 线性 方程 组 
3T1 十 Xz 一 ZX3 十 十 275= 二 0 
21 十 2zrs Xs 十 3z5 一 0 
2zl 一 ZX 十 TI 一 Xs 二 0 
一 5X2 十 2z3 十 Xx 一 77x;s 二 0 
解 ”将 方程 (和 方程 (2) 交 换 , 得 


1 2 一 1 0 3 0 - [1 2 
本 - 3 1 一 1 1 2 0| -30)+() |0 一 5 
2 一 1 0 1 一 1 0|~201)+(3) |o 一 5 
0 一 5 2 1 一 7 0 0 一 5 


OO OO Or~ 


© oo alw mn 
© oo alv mw 


一 oo 
ODO OO OO oo 
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1 2 一 1 0 3 0 
一 1(2) 十 (3) 10 一 8 2 1 一 7 0 
一 1(2) 十 (人 4) |0 0 0 0 0 "| 
O 0 0 0 0 0 
_ ,fic 
R(A)=R(A4)==2<5, 把 有 4 化 为 0 0 型 
1 2 一 1 0 3 0 
了 工 2 1 7 
(2) 4 
5 | 1 5 5 5 9 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
| 1 2 1 
1 0 5 5 5 0 
一 2(2) 十 (1) _2 _1 了 
—— > |0 1 5 5 5 0 
0 0 0 0 0 0 
LO 0 0 0 0 0 
设 zayzt 和 zs 是 自由 变量 ,得 齐 次 线性 方程 组 的 解 为 
T] 一 1 227 1 
1 5 3 5 4 5 5 
2 1 7 
之 2 一 3 十 5 Bs 


10.4 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


定义 14 设 4=[ai] 是 nxn 方 阵 ,T 是 nXn 单位 矩阵 ,X=[xnj] 是 nX1 矩 
阵 , 亦 称 为 列 向 量 . 若 存 在 数 1, 使 
AX = UX 
成 立 , 则 称 2 是 方 阵 4 的 特征 值 (eigenvalue) ,矩阵 X 称 为 方 阵 4 的 属于 2 的 特征 
向 量 (eigenvector) ,简称 方 阵 4 的 特征 向 量 . 


由 AX==AX 壕 ( 术 一 4)X=0. 这 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充 要 
条 件 是 行列 式 |A1 一 A|=0. 


求 特 征 值 和 特征 向 量 的 步 又 如 下 : 

1) 求 出 行列 式 |17 一 41 的 值 ; 

2) 从 特征 方程 17 一 4|=0 中 解 出 特征 值 4; 

3) 把 每 一 个 特征 值 * 代 入 齐 次 线性 方程 组 (41 一 4)X=0 中 , 求 出 特征 向 量 
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例 25 求 方 阵 
1 3 一 3 3 
3 1 3 一 3 
4 一 
一 3 3 3 
3 一 3 3 1 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 (a) 求 行 列 式 117 一 41| 的 值 ; 
4 一 1 一 3 3 一 3 4 一 4 一 4 0 0 
(2) 十 (1) 
a | 一 3 4 一 1 ”一 3 3| (3)+G) | 一 3 4 一 1 一 3 3 
MT4I | 3 -3 A—1 一 3| WH) |0 A-4 -4 0 
一 3 3 一 3 24—1| 0 0 4—4 4 一 4 
1 1 0 0 1 1 0 0 
3 4—1 3 3| 3G) 十 (2) 0 4 十 2 一 3 3 
一 04 一 4 一 一 4 
0 1 1 0 0 1 1 0 
0 0 1 1 0 0 1 1 
中 4 十 2 一 3 3 [3] 4 十 2 一 6 3 
1 一 1[3] 十 [2 
一 一 (4 一 4)3| 1 1 0| 一 二 4) 1 1 0 
0 1 0 0 1 
(3) 4 十 2 一 6 
一 一 (4 一 4); 1 1 4+ 8). 
(b) 从 特征 方程 147 一 4|==0 中 解 出 特征 值 4; 
Il27—A|= 0 4 8) = 0, 
4 的 特征 值 为 A 二 4,, 二 一 8&. 
(c) 求 属于 特征 值 4 二 4 的 特征 向 量 ,此 时 特征 矩阵 为 
3 一 3 3 一 3 1 一 1 1 一 1 
一 3 — _ 四 
7 _ 4 一 3 3 3 1 1—1 1 
3 一 3 3 一 3 1 一 1 1 一 1 
一 3 3 一 3 3 一 1 1 一 1 1 
1] 一 1 1 一 :| 
(1) + (2) 
(1) + (4) 0 0 0 0 
1()+(3) 10 0 0 ol 


0 0 0 0 
RCN1 一 4)==1<4, (7 一 4)X 一 0 有 三 个 自由 变量 . 令 x Caz,zs 一 Ca,xzi 
C4; 则 从 ZI 一 Z2 十 Z3 一 4 一 0 得 Xl 二 Xz 一 Xs 十 X= 二 C2 一 Cs 十 Cy. 所 以 属于 特征 值 A 二 
4 的 特征 向 量 是 
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TX? C, 

多 
Xs Cs 
Xa Cs 


其 中 Ci、Cs 和 Cs 为 不 全 为 零 的 任意 常数 . 
下 面 求 4 属于 特征 值 4 二 一 8 的 特征 向 量 ,特征 矩阵 为 


5 
~ OO OO OO 
OO OO VV 


CD 
[A 


一 9 一 3 3 一 3 3 1 
一 3 一 9 一 3 3 1 3 
7 一 4 一 一 一 
3 一 3 一 9) 一 3 一 1 1 
一 3 3 一 3 一 9 1 一 1 
3 1 一 1 1 3 1 一 1 1 
Bt on 
(D+G3) |2 2 2 2 1 1 1 1 
0 0 4 4 0 0 1 1 
3 1 一 1 1 0 
一 12) 二 (3) |1 1 0 0| -3(02) 十 (1 | 1 
一 14) 十 (3) |0 0 0 0| (+0) 0 
0 0 1 1 0 
1 1 0 0 1 1 0 0 
(Dol2) |0 一 2 0 2 _ 0 1 0 一 1 
(3) (4) |0 0 1 1 0 0 1 | 
0 0 0 0 0 0 0 0. 
R(X1 一 4A)=3<4, (hz1 一 4)X=0 有 一 个 自由 变量 , 令 z==C 
1 十 2 一 0 
Ts 一 XI 二 0 
Z3 十 Zi 一 0 
得 zx 二 一 4 二 一 C ,zz 二 x4 二 C ,zl 二 一 ZX2 二 一 C. 所 以 4A 属于 特征 值 ,= 一 8 的 特征 
向 量 是 
Xi 一 
Xa C 
Xs IC 
Xs C. 


其 中 C 是 不 为 零 的 任意 常数 . 

















(2) 


(4) 


1 





1 


2 _ | 


| 


1 
一 2 


(3) 34+2B—4C; 


习 
1. 计算 直列 行列 式 : 
3 一 2 2 
(1) 11 2 一 3|; 
4 1 2 
2 —1 3 
(3) 1 2 一 1|; 
一 3 4 一 7 
2. 计算 阶 行列 式 ， 
6 
[2 
D= : 
0 0 
pb 0 
3. 设 
2 1 -1 
| 1 —2 
-2 1 2 
证 明 (4 十 B)?= 4? 十 4B 十 BA 十 B?. 
4. 设 
4=|, 2- 
4 3 
求 (1) 4+B; (2) A-B; 
(4) 4Bi (5) BA; 


(7) A(BC); (8) 47 十 BT; 


(10) BI41. 


5. 构造 两 个 非 零 矩阵 4 和 巨 ,使 乘积 4B=0. 


6, 用 初等 行 变换 把 矩阵 


> 
| 
NO oO op-~_ 


化 为 [I Cj 型 . 


DD OO OO ~ a 


(6) (AB)C; 


OO OP~ gm 
OP Aamm oo 


(9) (AB)'; 


4 
一 1 


| 


Daa 


Am Wr 


Ne ,or 
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7. 计算 矩阵 
1 2 一 1 0 3 
4 2 一 1 0 1 一 1 
3 1] 一 1 1 2 
0 一 5 2 1 一 7 
的 秩 R(4). 
8. 求 和 矩阵 
1 0 1 
-| 1] 0 
1 1 1 
的 伴随 矩阵 4*. 
9. 用 两 种 方法 求 下列 和 矩阵 的 道 矩阵 
1 2 3 1 0 1 
(1)A=|I2 2 1|,， cy 1 "| 
3 4 3 1 1 1 
10. 用 Cramer 法 则 解 线性 方程 组 
37 ~—2y 十 2z = 10 
|: 十 2y 一 3z 一 一 1 
47 十 y 十 2z 一 3 


11. 用 行 初等 变换 解 线性 方程 组 


12. 解 齐 次 线性 方程 组 
3Z1 十 10zr 十 za 十 4z， 一 0 


Xl 十 3 一 3 十 274 一 
一 271 十 5zz 十 zs XTX 一 
3Z1 一 ZX， 十 2za 十 Xx 一 0 


一 2z 十 15z 一 4r 十 4r，， 一 0 
13. 求 方 阵 


的 特征 值 和 特征 向 量 . 








的 特征 值 和 特征 向 量 . 
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习题 10 答案 
1. (1) 35; (2) 一 85 (3) 0; (4) 2a3. 
2. a"+(—1)"tip". 
3. 略 . 
4. 上 略 . 
5， 上 略 . 
6. 
1 0000 -1 
01000 1 
0 0100 -1 
00010 1 
00001 -1 
7. R(A)=2. 
8. 
1 1 一 1 
A4*=|-2>2 0 2? 
1 一 1 1 
9. 
1 3 一 2 六 到 一 十 
(1) 4 一 一 六 一 3 六 | (2) B-: 一 | 一 1 0 1 |. 
1 1 一 1 六 一 于 二 
10.Z 一 2，y 一 一 3，z 一 一 1. 
ll. z=2, y=—3, z=—1. 
12. 
1 0 0 
1 
0 1 0 9 
， zi =— x 
0 0 1 一 辣 9 
3 
0 0 0 0 “3 gx 
0 0 0 0 
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13. 特征 值 丰 三 一 1，42 一 5; 


特征 向 量 
[> 一 Cs? 
-Le 
rs Cs 


14. 特征 值 入 二 1, 加 二 2, 和 二 3; 
特征 向 量 


Xl 2 之 1 
工 2> | 一 C 3 Xo» 
3 3C. 3 
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附录 1 不 定 积分 表 


一 、 含有 a 十 bx 的 积分 


1 
0 | 二 于 = Finla+br|+C 











» (a + bx)"+! 
(| er 一生 和 二 CC zl 
(3) | 生生 = 声 @ + br 一 alnla ++bx|) 十 C 
2 
(| 二 = 二 [二 人 十 bz 一 2aCe 十 bz) 十 anla + brl |+C 
dx 1 
© za Hn|s¥|ltc 
(9) | ze = - 冯 + nl 和 2|+c 

















zxdz 1 
07) | 如 和 各 7: 一 去 2 + mle+brl)j+C 
Xxidz ? 
(8) | GE = a 十 bz 一 2alnla 十 bx| 一 了 +C 
1 4 士 好 
of zl | 十 C 


二 、 含有 a 土 br? 的 积分 





ao [= < = etn Vy Sr + Ca > 04>0) 











GD 7- sm Vet re 
G2) | 于 i = ln(a + bz) 十 C 

G3) | : 7 外 

i re zi nF tC 

Q5) | za ns5 te =- 一 去 一 7 


ba 1 dz 
(16) | (a * Re 2ala For) 1 2 」a 十 bz: 
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三 、 含 有 a 十 bx 士 cx: 的 积分 


(17) | 2 = 一 一 my 十 4 十 2cz 一 
a+br—er Vb dac Vt 








2 2crz 二 5b 
一 一 一 arctan 一 一 一 十 Clp’ < dac) 
dz 4ac— 2 4ac — pb? 
(18) [rn 一 
十 pz 十 cz C 
& 十 bz 十 cz 1 2cz 十 6 MP 4ac | (6? > 4ac) 





Mbi— dac 2cr+b+ Mo — dac 
四 、 含有 ~a 十 bz 的 积分 


a9 [Matidr= 和 Var +C 
(20) | Mat ordz 2(3bx 一 2a) VM (a 十 bz 六 | 




















156? 
(21) |= </[a 十 pzdz 一 2(8a’ 一 l2abx Se A/ (a 十 Br) 上 
(22) | 声 _ 2(6x — 24a) va 十 好 | 
Ma = 302 
C23) | zde_ _ 2(80 一 tobr + br ) Vatbe | 
va 二 到 1523 
VQ& 十 br 一 人 wa 
1 +C ~>0 
20 | 一 大 一 Va Mafia (a >0) 
基 E- 2 2 e+ 
Ve 二 C (a = 0) 
— a 
(5) | 一 -全 -二 -|- 
EE ar 2a et 


Ma brdzr 
(26) | et es - -2vef + 一生 二 -和 


五 、 含有 a’ 一 x? 的 积分 

(27 [Verdr = V+ SarcsinE+C 

(28) [a Ve zdz =— FMV +c 

(29) [2 VE Pdr = 和 (27 et) Va + Sarcsin E+C 
(30) | VE — zdz (6a 一 2z9) Var — z+ Marcsin 三 +C 
(31) |z Va — zidz = 一 二 Va z+C 
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dz . 并 
(32) | -天 = arcsin 一 十 C 
dz _ 2 2 
(33) | - 矢 =— Va z+c 
(34) | dr 二 一 之 Mai 一 Zi 十 守 arcsin 半 十 C 
2 2 
dx z 
G5) | = +C 
(a 一 7x) aMVa—r’ 
xdz 1 
36 | = 十 C 
‘36) (22 — zi)s a 2 
2 
(37) | 一 生生 一 = 一 于- 一 一 arcsin 三 十 C 
Vi Vi < 
dz 1 Zz 
G38) | = LIn 
TVa— rr’ a 2 | 
dz a:— zx’ 
G9 | -+c 
2 站 
(40) | Eaz 02 一 2 aln| + Me = | +C 
/a /7 
(41) dz 二 一 OO 一 arcsin 亲 十 C 


六 、 含 有 /zz 十 az 的 积分 

(42) | ~/ 丈 二 azdz 一 却 w 丈 主 灾 土生 mlz 十 V 严 王 丈 | 十 C 

(43) |z VTE aidz = VT Fa +C 

(44) zr VEEddr = 全 (z+a) VDTFT | Ve Eadz 

(45) | VO Fade = F (2x 士 ga VT 二 区 十 妆 Inlz 十 MB 二 W| +C 





40 [FI + Vial+c 
47) | es- zz 十 4 十 C 
2d 2 
Et 
《49) 
| 了 士 c2) ze 十 
oo 
Mrzt+ta) Vr+a 
dz 
(51) 二 /天 十 天 
| +E +e 
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站 











G2) [一 罕 一 ;= in| 1+C 
立 AVX2 十 a C& 十 zz 十 a? 
dx 1 a 

G3) | - 二 aos 了 十 ( 

/2 
G4 | dz = 二 ec 

2 LT 二 a? a 
2 





dr z 和 Inlz 十 还 士 Ca| 十 C 


七 、 含 有 ~/a 十 bz 士 cz? 的 积分 (c >> 0) 














G58) | dx Ln2r 十 5 十 2 AT Vai iealic 
MaTbrier Me 
dz 1 . 2cr—56b 
59) | 一 In 一 一 一 十 C 
《597 AVa 十 0 一 cz2 VC Vb’ + dac 
dz Ma 二 br ecx? pb dz 
60 一 _2 
‘ ) | 二 5 2 | 


cn | xdz Meat bro er | b arcsin 2cr+—5b 
AQ& 十 pr 一 cz2 5 2 /ci Vb 十 4ac 


(62) | Vat or tendr = HE HL aTor te 
2 
一 4ecin12cz 十 5 十 2 AT VaTbr Talic 














8 /ci 
(63) [~ 十 bz 一 czzdz = 2 十 px 一 CZ2 
十 4ac 2cz 一 六 
十 arcsln 一 站 -一 一 一 十 
8vVe Vb + hac 


八 、 含有 三 角 函 数 的 积分 


(64) |sintazdz = 元 Caz 一 Sinazcosaz) 十 C 


C65) Jeosiazaz 一 元 (az 十 sinazcosaz) 十 C 








(66) |sinzdz 一 一 二 sin" -izcosz 十 二 一 1 simszdz 
如 一 1 n—1l : nO 1 nn 一 2 
(67) |cos"zdx = nos” zsinz 十 cos"-2zrdx 





(68) Jranrzdz 一 了 1 


] tan” ly 一 ramizdz 
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1 


1 一 





I cot” lz 一 Jeor zdz 


一 2 


(69) |eorzdz 一 一 








(70) |seezaz -ib 1 |see" zdz 


Ttanzsec 








_ 1 一 2 一 
Tcotzcsc” 2 十 7 二 se 2rdz 


(71) |ese"zdz 一 -一 
。 7 一 1 


(72) |secxtanzdz 一 secz 十 C 


(73) Jesczcotzdz 一 一 cscZz 十 C 
sin(a 二 br ,sin(a 一 六) 工 











(74) |sinazsinbzdz = oa) 十 2(z — 6) +C 
_ sin(a + or | sin(a 一 并 

(75) |eosazcosbzdzx = a6) 十 2(a —b) 十 C 

. _ cos(a tx cos(a 一 0) 工 
(76) |sinazcosbzdz 一 2Ca 十 有 oa + C 
imm 十 1 n—1 

(77) |sin"zeoszdz 一 a 六 了 |sin"zeos"™ zdz 
_ Sin” zcos’t'iz ml1[.,, “nd 
= mn |sin zcos”"rdz 


__ CCZ 之 
078) [Ts 一 tan 夺 十 C 


CT 之 
09 | 天 至 二 cot 到 十 C 


dz _ _ 2 /一 2 Ja—b 
(80) [es TF bo ™ 2 BN 二 5arctan “二 btan 艺 
tan 一 十 人 /> 一 
1 10 一 4a 2 b—a 
GD | 24 Eo -5 /二 cm 二 CC <6) 


2 CQ 2 
(82) | 4 isz — Laonly tan 于 十 二 | j+e (4 > 6) 


十 C (a> 6) 
































a 
2 
1 /ar tan 了 十 如 一 和 二 
-~ -~ -二 a 
(83) | 过世 一 二 /到 人 ln -一 | 十 C (< 的 
_ tan 池 十 各 十 全 一 4 


九 、 含 有 反 三 角 函 数 的 积分 


(84) Jarcsin dz = Zarcsin 于 二 Va 一 x 十 C 
2 2 


(85) [zarcsin dz 一 [到 一 全 |arcsin 过 十 冯 十 三 Ma:—x:++C 


3 
(86) [zarcsin dz 一 arcsin 二 十 pe 十 2a?)MVa: 一 Xz? 十 C 
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(87) Jarccos 二 dz = xarccos 过 一 人 /和 一 她 十 C 


2 2 
(88) jareeos 过 dz 一 (三 一 人 | arccos 三 一 了 <az 一 2 十 C 


3 
(89) | rareeos dz 一 本 arccos 元 一 Re 十 2a2)MVMa: 一 zx 十 C 


(90) Jarctan dz = xarctan = 一 ln Ca: 十 xX) 十 C 


“91) zarctan 荆 dr 一 工 (zz 十 az?)arctan 于 一 十 C 
a 2 2 2 


QT2 


+ ln 十 xz 十 C 
6 6 ” 


(92) Jzaretan 过 dz 一 所 arctan 一 
十 、 含 有 指数 函数 、 对 数 函 数 的 积分 


(93) |ze“dz = eCar 一 1)+C 


区 
a 


Go jzerar = | 二 一 副 + 二 +c 


(95) [erdz — 1 jaear 天 jerdz 
a a 

(96) [evsingzdz 一 asinbz 一 pcosbz) 十 C 
(97) |ercossrdz 一 acosbr 十 psinpzr) 十 C 
《98) [dnz)adz = x(nzr)?:— 2rzlnz + 2rt++C 
(99) [anzyaz 一 Z(lnz)3 一 3z(lnz)2 十 6zlnr 一 6z 十 C 
(100) | (nz)"dr = x(nr)* — | (nz)"-1dz 

d 
(101) | =lnjlInx| 十 C 

ln 1 

于 一 nr 十 | + 

(102) [Inzdz Tt [2 mii 


zx™t! ， An 
7z 十 Idnz) mm 二 1 


|+c 


(103) |zx” (lnz)*dz = 








[a" ln) idz 
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f(t) F(s) 
1 1 土 
3 
2 er 
s—a 
1 
3 "mm 为 自然 数 ) i 
m pat m1 
4 1"e*(m 为 自然 数 ) Cari 
. a 
5 sinat BT 
5 
6 cosat Ra 
a 
7 shat 2 
5 
8 chaz Ne 
- 2a3 
9 一 一 和 全- 
tsinat Ct ay 
s2—a2 
10 | tcosat Ca 
11 一 bsi 一 和 一- 
e “sinat Ghote 
12 一 一 5+ 
e cosat GH as 
13 pm. (s+b)sinc+acosc 
esin(at+ce) CT 于 
14 sin2t 十 | 工 ) 
2\ ss 5 十 4 
| 一 
15 2 二 | 1 5 ) 
Cos’it | 2 , + 44 
16 2abs 








sinatsinbt [s2+ (Cat+6)?][s?+ (a—6):] 








































































































续 表 
fo) FCs) 
加 中 a—b 
17 ee (s—a) (s—b) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 了 一 一 一 ~ 
—6 
18 ae” — pes rs; 
一 十 一 一 
1 b2—a? 
19 A inat— Lsinge po 
a b (s2+a?) (s2++62) 
(b?—a?)s 
20 Cosat— cosbt (52 十 a2) (32 十 更 ) 
__} 
了 工 ， 1 
21 27 (lcosat) s(s2+a?) 
二 | 
1 . 1 
22 a (at sinat) 2052 十 a2) 
一 全 
1 一 -2 -1 
23 4 (cosat D+ oat s3(s2+ a2) 
| 
1 _1y_ 1l,2 1 
24 2 Cchat—1) 到 于 53530532 一 22) 
| 
25 (sinat—atcosat) 一 二 
Za (32 十 a2) 
tL. 一 -人 _ 
26 2a sinait (3S2 十 a2)2 
27 1 (sinat +atcos 站) i 
2a a | (52 十 a2)2 
1 1 1 
28 4 《1 一 cosaf) — sitsinat sa) 
-一 一 
29 (1—at)e™™ Ga 
, 1 
30 d 1 一 全] er > 
2 《5 十 a)3 
| - _ 
1 1 
31 (1 一 stay) 
a 《1 e ) s(s+a) 
一 ”| | 
32 / 
AAA AAA 
| | 1 
33 A/ 二 
2 9 全 
太一 十 
34 en (1 十 2at) 一 一 一 一 
Me (s—a) Vs—a 
1 二 
35 二) Ma 





2 人 /rt3 





附录 3 标准 正 态 分 市 函数 数值 表 .355， 





附录 3 标准 正 态 分 布 函数 数值 表 






5 
.51994 | 0. 52392 | 0, 52790 
.55962 | 0. 56356 | 0. 56749 | 0. 57142 | 0. 57535 















1 2 3 
ls 十 -一 
0. 50000 | 0. 50399 | 0. 50798 | 0. 51197 | 0. 51595 


0.1 10. 53983 | 0. 54380 | 0. 54776 


0.2 |0.57926 | 0.58317 | 0. 58706 .59871 | 0. 60257 | 0. 60642 


0 
0.3 |0.61791 |0. 62172 | 0. 62552 .63307 | 0. 63683 | 0. 64058 | 0. 64431 


0 
0 
0 
0 0 
0.4 |0.65542 | 0.65910 | 0. 66276 | 0. 66640 .67724 | 0. 68082 | 0. 68439 | 0. 68793 
0 
0 
0 
0 


.67003 | 0. 67364 















































































0 0 
0 0 

0.5 |0,.69146 | 0. 69497 | 0. 69847 70194 | 0. 70540 | 0.70884 | 0. 71226 | 0.71566 | 0. 71904 | 0. 72240 
0.6 |0.72575 | 0. 72907 | 0. 73237 73565 | 0. 73891 | 0. 74215 | 0. 74537 | 0. 74857 | 0. 75175 | 0. 75490 
0.7 |0.75804 |0.76115 | 0.76425 76730 | 0. 77035 | 0.77337 | 0. 77637 | 0. 77935 | 0. 78230 | 0. 78524 
0.8 |0.78814 | 0.79103 | 0. 79389 79673 | 0. 79955 | 0. 80234 | 0. 80511 | 0. 80785 | 0. 81057 | 0. 81327 
0.9 |0.81594 | 0. 81859 | 0, 82121 | 0. 82381 | 0. 82639 | 0. 82894 | 0. 83147 | 0. 83398 | 0. 83646 | 0 83891 
1.0 10.84134|0. 84375 | 0. 84614 | 0. 84850 | 0. 85083 | 0. 85314 | 0. 85543 | 0. 85769 10. 85993 | 0. 86214 
1.1 |0.86433|0.8665010.86864|0.87076 | 0. 87286 |0.87493|0.87698|0.87900|0. 88100j 0 88298 
1.2 |0. 88493 | 0. 88686 | 0. 88877 | 0. 89065 | 0. 89251 | 0. 89435 | 0. 89617 | 0. 89796 | 0. 89973 | 0. 90147 
1.3 | 0. 90320 | 0. 90490 | 0. 90658 | 0. 90824 | 0. 90988 | 0. 91149 | 0. 91309 | 0. 91466 | 0 91621 | 0. 91774 
1.4 |0.91924 | 0. 92073 | 0. 92220 | 0. 92364 | 0. 92507 | 0. 92647 | 0. 92786 | 0. 92922 | 0 93056 | 0. 93189 
1.5 |0.93319 10. 93448 | 0. 93574 | 0. 93699 | 0. 93822 | 0. 93943 | 0. 94062 | 0. 941 79 | 0. 94295 | 0. 94408 
1.6 | 0. 94520 | 0. 94630 0. 94738 | 0. 94845 | 0. 94950 | 0. 95053 | 0. 95154 | 0. 95254 | 0. 95352 | 0. 95449 
1.7 | 0. 95543 | 0. 95637 | 0. 95728 | 0. 95818 | 0. 95907 | 0. 95994 | 0. 96080 | 0. 96164 | 0. 96246 | 0. 96327 
1.8 |0. 96407 | 0. 96485 | 0. 96562 | 0. 96638 | 0. 96712 | 0. 96784 | 0, 96856 ] 0. 96926 | 0. 96995 | 0. 97062 
1.9 | 0. 97128 | 0. 97193 | 0. 97257 | 0. 97320 | 0. 97381 | 0. 97441 | 0. 97500 0. 97558 | 0. 97615 | 0. 97670 
2,0 |0.97725 | 0. 97778 | 0. 97831 | 0. 97882 | 0. 97932 | 0. 97982 | 0. 98030 | 0. 98077 10. 98124 | 0. 98169 
2.1 |0,.98214 | 0.98257 | 0. 98300 | 0. 98341 | 0. 98382 | 0. 98422 | 0. 98461 | 0. 98500 | 0. 98537 | 0. 98574 
2.2 |0.98610 | 0. 98645 | 0. 98679 | 0. 98713 | 0. 98745 | 0. 98778 | 0， 98809 | 0. 98840 | 0. 98870 | 0. 98899 
2.3 |0.98928 | 0, 98956 | 0. 98983 | 0. 99010 | 0. 99036 | 0. 99061 | 0. 99086 | 0. 99111 | 0. 99134 | 0. 99158 
2.4 |0.99180 |10.99202 | 0.99224 | 0. 99245 0. 99266 | 0. 99286 | 0. 99305 | 0. 99324 | 0. 99343 | 0. 99361 
2.5 |0. 99379 | 0. 99396 | 0. 99413 | 0. 99430 | 0. 99446 | 0， 99461 | 0. 99477 | 0. 99492 | 0. 99506 | 0. 99520 
2.6 |0,. 99534 | 0. 99547 | 0. 99560 | 0. 99573 | 0. 99585 | 0. 99598 | 0. 99609 | 0. 99621 | 0. 99632 | 0. 99643 
2.7 | 0.99653 | 0.99664 | 0. 99674 | 0. 99683 | 0. 99693 | 0. 99702 | 0. 99711 | 0. 99720 | 0. 99728 | 0. 99736 
2.8 | 0.99744 | 0. 99752 | 0. 99760 | 0. 99767 | 0. 99774 | 0. 99781 | 0. 99788 | 0. 99795 | 0. 99801 | 0, 99807 
2.9 | 0.99813 | 0. 99819 | 0. 99825 | 0. 99831 | 0. 99836 0. 99841 | 0. 99846 | 0. 99851 | 0. 99856 | 0. 99861 

0. 99865 | 0. 99869 | 0. 99874 0. 0. 99886 | 0 0. 99893 | 0 0. 99900 
















































等 数学 
附录 4 泊 松 分 布 数值 表 
Xe 数值 表 
k! 
A 0.1 0. 2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
> + 
0 0. 904837 | 0. 818731 | 0. 740318 | 0. 670320 | 0. 606531 | 0. 548812 | 0. 496585 
1 0. 995321 | 0. 982477 | 0. 963063 | 0. 938448 | 0. 909796 | 0. 878099 | 0. 844195 
2 0. 999845 | 0. 998852 | 0. 996390 | 0. 992074 | 0. 985612 | 0. 977885 | 0. 965858 
3 0.999996 | 0. 999943 | 0.999724 | 0. 999224 | 0. 998248 | 0. 997642 | 0. 994246 
4 1.000000 | 0. 999998 | 0. 999974 | 0. 999939 | 0. 999928 | 0.999606 | 0. 999214 
5 1. 000000 | 1. 000000 | 0. 999999 | 0. 999996 | 0. 999986 | 0.999962 | 0. 999909 
6 1. 000000 | 1. 000000 | 1. 000000 | 1. 000000 | 0. 999999 | 0. 999997 | 0. 999990 
7 1. 000000 | 1, 000000 | 1. 000000 | 1. 000000 | 1. 000000 | 1. 000000 | 0. 999998 
8 1. 000000 
= 十 二 -一 = -十 -一 一 
2 A 0.8 0.9 1.0 2.0 3.0 4. 0 5.0 
0 0. 449329 | 0. 406570 | 0. 367879 | 0. 135335 | 0. 049787 | 0. 018361 0. 006738 
1 0. 808792 | 0. 772483 | 0. 735759 | 0. 406006 | 0. 199148 | 0. 091579 | 0. 040428 
2 0.852577 | 0.937144 | 0. 919699 | 0. 676677 | 0. 423190 | 0. 238105 | 0. 124652 
3 0. 990920 | 0, 988542 | 0. 981012 | 0. 857124 | 0. 647232 | 0. 433472 | 0. 263026 
4 0. 998589 | 0. 997657 | 0. 996340 | 0. 947348 | 0. 815263 | 0. 628839 | 0. 440493 
5 0. 999816 | 0. 999658 | 0. 999406 | 0. 983437 | 0. 916082 | 0. 785132 | 0. 615961 
6 0. 999980 | 0. 999958 | 0. 999917 | 0. 995467 | 0. 966491 | 0. 889326 | 0. 762183 
7 0. 999999 | 0. 999997 | 0. 999990 | 0. 998904 | 0. 988095 | 0. 948866 | 0. 866628 
8 1. 000000 | 1. 000000 | 0. 999999 | 0. 999763 | 0. 996196 | 0. 978636 | 0. 931860 
9 1. 000000 | 0. 999954 | 0. 998897 | 0. 991867 | 0. 968172 
10 0. 999992 | 0. 999707 | 0. 997159 | 0. 986205 
11 0. 999999 | 0. 999928 | 0. 999084 | 0. 994547 
12 1. 000000 | 0. 999983 | 0. 999726 | 0. 997931 
13 0. 999996 | 0. 999923 | 0. 999202 
14 0. 999999 | 0. 999979 | 0. 999774 
15 1. 000000 | 0. 999994 | 0. 999931 
16 0. 999998 | 0. 999930 
17 0. 999999 | 0. 999994 
18 0. 999999 | 0. 999993 
19 1. 000000 | 0. 999999 
20 0. 999999 
21 1. 000000 
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